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Rezumat

Obiectivul acestei teze este prezentarea principalelor contributii ale autorului la dezvoltarea
geometriei Finsler complexe precum si cele referitoare la extinderi ale problemei Matsumoto
pe panta muntelui, printr-un model general de navigatie optimi, bazat pe geometria Riemann-
Finsler, stabilind legaturi directe cu problema de navigatie Zermelo.

Pentru a studia probleme referitoare la spatiile Landsberg complexe, proiectivitate, cur-
burd olomorfd, deformari, etc., sunt combinate tehnici din geometria Finsler reald cu ele-
mente specifice spatiilor Finsler complexe. Problemele clasice (problema Matsumoto a pantei
muntelui MAT gi problema de navigatie Zermelo ZNP), prezentate in literatura de speciali-
tate independent, sunt intens studiate prin intermediul geometriei Riemann-Finsler deoarece
in geometria Finsler, notiunea de lungime de arc desemneazi timpul gi atunci, traiectoriile
optime ca timp sunt local, geodezicele corespunzatoare metricilor Finsler. Tendintele moderne
spre aplicatii, impun dezvoltatrea de noi modele. Caracteristicile principale ale modelelor de
navigatie descrise aici sunt tipul si gradul de compensare ale efectului gravitatiei asupra pantei
muntelui. Acestea permit descrierea mai multor probleme de navigatie i in particular, leagd
problema MAT de cea a navigatiei Zermelo sub influenta gravitatiei.

Teza are doud parti: Partea I. Cdteva aspecte din geometria Finsler complexd care cuprinde
primele cinci capitole (Capitolele 1-5) gi Partea a I1-a. FEztensii ale problemei Matsumoto a
pantei muntelui cu patru capitole (Capitolele 6-9). La finalul tezei, intr-un capitol separat,
sunt mentionate citeva directii de cercetare care au aparut pe parcursul descrierii rezultatelor
din tezi si care ar putea fi dezvoltate. In continuare, prezentam pe scurt fiecare parte a tezei.

Partea I. Aceastd parte cuprinde cateva probleme pe care le-am studiat in geometria Finsler
complexa, rezultatele descrise aici fiind publicate in articolele [24] 25 26, 27, 36, 23, 9, [14].
Capitolul 1 prezintd pe scurt principalele instrumente, specifice geometriei Finsler complexe,
care sunt utilizate de-a lungul acestei parti. In Capitolul 2 prezentim spatiile Landsberg
complexe gi Berwald generalizate, precum si citeva cazuri particulare de spatii Landsberg
complexe. Intre situatiile care apar in cazul complex, comparativ cu cele din cazul real, exista
deosebiri semnificative, numai dacé se ia in seam# faptul cd in geometria Finsler complexi
existd doud derivate covariante orizontale diferite (conjugate), in particular pentru tensorii
Cartan complecsi acestea sunt Cyjpp, si Cz‘jk:\}}v in raport cu conexiunea Chern-Finsler. Este
important de mentionat faptul ca o conditie de forma Cjzp,|, = 0 este echivalenta cu leh‘ =0
si mai mult, in acest caz, coeficientii orizontali L;k ai conexiunii Chern-Finsler depind doar
de punctele z de pe varietate. Probabil ci acesta a fost principalul motiv care l-a determinat
pe T. Aikou si denumeascd spatiile Finsler complexe care au proprietatea ca L;k = ék(z),
spatii Berwald complexe [7]. Cu toate acestea, conditia ca un spatiu si fie Berwald complex
poate fi exprimati prin independeta coeficientilor orizontali G;"k ai unei conexiuni liniare de
tip Berwald BT, de coordonatele directiilor tangente, doar in cazul in care spatiul este Kéhler,
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adicad atunci cand Lé = G;k Agadar, o extensie incontestabild a spatiilor Berwald complexe,
in legiturd directd cu BI', este datd de spatiile Berwald generalizate caracterizate prin faptul
ca functiile G; i depind doar de pozitia z. Pentru a studia spatiile Landsberg complexe, utilizam
alaturi de BT, si o altd conexiune liniard complexi de tip Rund RI', améndoud fiind asociate
conexiunii neliniare canonice. Mai exact, un spatiu Landsberg complex satisface conditia

C
L;k = ;k care se referd la coeficientii orizontali ai conexiunilor RI' gi BI'. Pani acum se
cunoagte faptul ci metricile Kéhler i Kidhler-Berwald sunt metrici Landsberg complexe, dar
existenta unor exemple de metrici Landsberg complexe care nu sunt nici Kahler-Berwald si
nici Kéhler este o problema deschisd. Teoria generald a spatiilor Berwald generalizate este
completati cu citeva rezultate speciale referitoare la meticile Randers complexe in Sectiunea
2.3. Rezultatele din acest capitol sunt publicate in articolele [26] 27].

Problema metricilor Finsler complexe proiectiv echivalente este prezentatd incepand cu
Capitolul 3. Sectiunea 3.2 este preponderent canalizatd pe versiunile complexe ale teoremei
Rapcsak si pe o solutie Finsler complexd a problemei a patra a lui Hilbert. Sectiunea 3.3
exploreaza proiectivititile metricilor Randers complexe F' = a + ||, un rezultat fiind dat de
conditiile necesare gi suficiente ca metricile F si a sd fie proiecctiv echivalente [25].

O analizi mai amanuntita a relatiei de echivalenti proiectivd a metricilor Finsler complexe
permite stabilirea existentei unor invarianti proiectivi de curburéa de tip Douglas si de tip Weyl,
in Capitolul 4. Existd unele similitudini formale cu studiile din geometria Finsler reals, dar
deosebirile dintre cazul real si cel complex sunt mult mai profunde. Mai exact, in Sectiunea
4.2 explorarea relatiei de echivalenta proiectiva conduce la trei invariati proiectivi de curbura
de tip Douglas, iar anularea acestora caracterizeaza spatiile Douglas complexe. De asemenea,
aceasta permite gi obtinerea unor proprietiti suplimentare pentru spatiile Kahler-Berwald.
Prin intermediul unui invariant proiectiv de curburi de tip Weyl se obtine o clasificare a spatiile
Kahler-Berwald de curbura olomorfa constanta si anume, acestea sunt pur hermitiene, daca au
curbura olomorfa o constantd nenuld sau non-pur hermitiene, dacid au curbura olomorfa nula.
Sectiunea 4.3 este dedicatd metricilor Finsler complexe local proiectiv plate. In Sectiunea
4.4 un detaliu esential este posibilitatea scrierii ecuatiilor curbelor geodezice sub o anumita
forma care reduce studiul spatiilor Douglas complexe, la investigarea unor functii care provin
din aceste ecuatii. In Sectiunea 4.5 teoria generali a spatiilor Douglas complexe este aplicati
spatiilor Randers complexe [24] 23].

In Capitolul 5 considerim o problemi de navigatie Zermelo pe o varietate hermitiana
(M, h) si aratdm ci solutiile sunt functii real omogene, adicd R-metrici Finsler complexe de
tip Randers (Sectiunea 5.3). Dincolo de semnificatia faptului c& navigatia Zermelo furnizeaza
o aplicatie concretd a R-metricilor Randers, mult mai important este faptul cd prin inter-
mediul acesteia pot fi construite explicit metrici non-hermitiene (numite W-deforméari Zer-
melo), obtinute prin deformarea metricii hermitiene h, printr-un cAmp vectorial W. In Secti-
unea 5.4 este prezentat acest aspect, alaturi de studiul invariantei unor proprietati ale metri-
cilor hermitiene, ca urmare a W-deformaérilor, considerand campuri vectoriale W particulare
[9L 14].

Partea a II-a. Aceasta parte, bazatd pe rezultatele obtinute in lucrarile [10} 20) 11} 121 [13],
prezintd o colectie de probleme de navigatie pe panta alunecoasd (versantul alunecos) a unui
munte, reprezentat de o varietate riemanniana (M, h) de dimensiune cel putin doi, sub actiunea
unor "vanturi active”, exprimate prin intermediul vantului gravitational (un camp vectorial
gradient), impreund cu doi coeficienti de tractiune. Capitolul 6 puncteazd cateva notiuni
si rezultate de bazd din geometria Riemann-Finsler, acestea fiind necesare in prezentarea
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celorlalte capitole.

Inainte de a prezenta Capitolele 7-9, se impune o scurtd descriere a tipurilor de prob-
leme de navigatie optimé in raport cu timpul, studiate in literaturd prin intermediul ge-
ometriei Riemann-Finsler, considerand un caz particular, mai exact, in prezenta unui vant
gravitagional. Notiunea de vant gravitational introdusad recent in lucrarea [10], in contextul
datelor de navigatie Zermelo [127, 45|, [71], 124] [6T] permite o descriere unitard a tuturor prob-
lemelor de navigatie optima prezentate in Capitolele 7-9, incluzdndu-le totodata si pe cele
clasice (MAT gi ZNP). Aspectul cheie in descrierea modelelor de navigatie este dat de tipul
si gradul de compensare ale efectului gravitatiei asupra pantei muntelui care apoi, caracter-
izeaza ecuatiile de miscare gi in consecintd, metrica Finsler corespunzétoare fiecirui caz. In
continuare ne referim la cele doud probleme clasice, investigate initial de E. Zermelo respectiv,
M. Matsumoto [156} 157, [106].

ZNP se referd la determinarea celor mai rapide traiectorii ale unei ambarcatiuni care se
deplaseaza cu o vitezd maxima in raport cu un mediu inconjuritor, intre doud locatii pe
mare sau in aer, in prezenta unui curent (vant) variabil, exprimat printr-un camp vectorial
W. Problema a fost reformulata si generalizatd la varietati riemanniene (M, h) de dimensiune
arbitrard, cu solutii in geometria Finsler si spatiu-timp [127, [71], 45, 87, 61, 124]. Un camp
vectorial gradient poate fi tratat ca un vant special in datele de navigatie (h, W) [20]. Aceasta
se plieazi cu notiunea de vant gravitational care este componenta G’ a campului gravitational.
Atunci, ecuatia generala de miscare este vzyp = u + GT, unde u reprezinti vectorul viteza
proprie, cu viteza maxima ||u||, = 1. Solutia este datd prin intermediul unei metrici Randers
a carei indicatoare este h-cercul translatat cu G7.

MAT este tot o problemé de minimizare in raport cu timpul, fiind urmirite cele mai rapide
drumuri care pot fi parcurse pe un versant al unui munte, sub efectul gravitatiei, tinand cont
de faptul cd a urca este mai obositor decat a cobori [106]. In acest model, componenta
transversald a vantului gravitational (cross-gravity additive), i.e. Proj,. GT (directia u' fi-
ind ortogonald lui u) este intotdeauna anulatd si, prin urmare, nu are niciun impact asupra
traseului rezultant. In acelasi timp, componenta longitudinald a vantului gravitational (along-
gravity effect), i.e. Proj,GT (fiind evident ci GT = Proj,GT+ Proj,. GT) este considerats
maxima, in orice directie u de miscare, oricare ar fi forta vantului ||GT||,. Acest fapt conduce
la ecuatia de miscare vayrar = u+Proj,G” si de asemenea, implica faptul ci vitezele u si
vpm AT sunt intotdeauna coliniare, ceea ce contrasteaza cu toate celelalte probleme de navi-
gatie descrise in aceastd parte. Solutia este datd prin intermediul metricii Matsumoto a carei
indicatoare este curba limacgon, in cazul unui model 2-dimensional.

O legiitura directd intre MAT gi ZNP sub influenta vantului gravitational este prezentatd in
Capitolul 7. Amandoua problemele sunt generalizate i studiate printr-un model al versantului
alunecos care include un coeficient de tractiune transversal (cross-traction) exprimat prin
intermediul unui parametru real € [0,1]. In aceast model (slippery slope), componenta
longitudinala a vantului gravitational actioneaza continuu, cu toata puterea in orice directie
de miscare, oricare ar fi forta vantului ||GT||,, pe cand, componenta laterald este supusi
compensarii, din cauza tractiunii descrisa prin 7. In acest caz, ecuatia generald de miscare
este v, = u+ (1 —n)Proj,. G +Proj, G, iar solutia problemei este dati de o metrica numita
slippery slope, aceasta fiind o («, 5)-metrica generala [10].

In Capitolul 8 sunt prezentate si alte modele de navigatie optima, pe panta unui munte.
Mai intai este considerat un model in care, spre deosebire de MAT, componenta transversala
a vantului gravitational este luata in considerare in intregime in ecuatia de misgcare, in timp ce
componenta longitudinald este ignorati. In acest model, actionat doar de Proj, . GT (cross-
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gravity), numit CROSS, viteza rezultanta este vy = u+Proj,. GT, iar solutia problemei este
datd tot de o metricd («, B)-generald, (metrica cross-slope) [I1]. Apoi este valorificat faptul
ci fiecare dintre cele doui componente ale lui GT pot fi reduse partial prin introducerea unui
coeficient de tractiune, nu doar luate in intregime ca in MAT (doar componenta laterald)
sau in CROSS (doar componenta longitudinald). Asadar, prin analogie cu modelul slippery
slope din Chapter 7, un alt model denumit slippery cross slope este explorat in Sectiunea 8.3,
introducdnd un alt coeficient de tractiune 7 € [0, 1], numit along-traction. Ecuatia de migcare
este acum v = u+Proj, . GT + (1 — 7)Proj,G7, iar influenta celor dous componente ale
vantului gravitational este aici orecum inversata, comparativ cu modelul slippery slope. Mai
mult, problema slippery cross slope (solutia acesteia fiind datd de metrica numita slippery
slope cross) leagad direct CROSS si ZNP sub influenta vantului gravitational [12].

Capitolul 9 ofera un model mult mai general de navigatie pe panta alunecoasi a muntelui,
care unegte gi extinde toate problemele de navigatie dezvoltate in Capitolele 7 gi 8. Acum
este admisd situatia ca ambele componente ale vantului gravitational, in raport cu directia de
migcare, si varieze simultan pe intervale complete (ambii coeficienti de tractiune n, 77 € [0, 1]
sunt acum inclusi in ecuatia generald de migcare). Acest scenariu reflectd impactul ambelor
tractiuni pe versantul alunecos, ceea ce conferd un sens mult mai larg problemei de navigatie
optimi, in raport cu timpul pe panta muntelui [I3].

Caracteristica comuna tuturor problemelor de navigatie (studiate in Capitolele 7-9) este
cd solutiile optime ale acestora sunt furnizate de metrici Finsler complexe din clasa (a, 3)-
metricilor generale (aga-numitele (n,7)-slope metrics). Acestea sunt obtinute printr-o defor-
mare a metricii riemanniene h, dependenta de directia de migcare u, urmata apoi de o translatie
rigida, data de o directie coliniard vAntului gravitational.



