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Rezumat

Obiectivul acestei teze este prezentarea principalelor contribuµii ale autorului la dezvoltarea
geometriei Finsler complexe precum ³i cele referitoare la extinderi ale problemei Matsumoto
pe panta muntelui, printr-un model general de navigaµie optim , bazat pe geometria Riemann-
Finsler, stabilind leg turi directe cu problema de navigaµie Zermelo.

Pentru a studia probleme referitoare la spaµiile Landsberg complexe, proiectivitate, cur-
bur  olomorf , deform ri, etc., sunt combinate tehnici din geometria Finsler real  cu ele-
mente speci�ce spaµiilor Finsler complexe. Problemele clasice (problema Matsumoto a pantei
muntelui MAT ³i problema de navigaµie Zermelo ZNP), prezentate in literatura de speciali-
tate independent, sunt intens studiate prin intermediul geometriei Riemann-Finsler deoarece
în geometria Finsler, noµiunea de lungime de arc desemneaz  timpul ³i atunci, traiectoriile
optime ca timp sunt local, geodezicele corespunz toare metricilor Finsler. Tendinµele moderne
spre aplicaµii, impun dezvoltatrea de noi modele. Caracteristicile principale ale modelelor de
navigaµie descrise aici sunt tipul ³i gradul de compensare ale efectului gravitaµiei asupra pantei
muntelui. Acestea permit descrierea mai multor probleme de navigaµie ³i în particular, leag 
problema MAT de cea a navigaµiei Zermelo sub in�uenµa gravitaµiei.

Teza are dou  p rµi: Partea I. Câteva aspecte din geometria Finsler complex  care cuprinde
primele cinci capitole (Capitolele 1-5) ³i Partea a II-a. Extensii ale problemei Matsumoto a
pantei muntelui cu patru capitole (Capitolele 6-9). La �nalul tezei, într-un capitol separat,
sunt menµionate câteva direcµii de cercetare care au ap rut pe parcursul descrierii rezultatelor
din tez  ³i care ar putea � dezvoltate. În continuare, prezent m pe scurt �ecare parte a tezei.

Partea I. Aceast  parte cuprinde câteva probleme pe care le-am studiat în geometria Finsler
complex , rezultatele descrise aici �ind publicate în articolele [24, 25, 26, 27, 36, 23, 9, 14].
Capitolul 1 prezint  pe scurt principalele instrumente, speci�ce geometriei Finsler complexe,
care sunt utilizate de-a lungul acestei p rµi. În Capitolul 2 prezent m spaµiile Landsberg
complexe ³i Berwald generalizate, precum ³i câteva cazuri particulare de spaµii Landsberg
complexe. Între situaµiile care apar în cazul complex, comparativ cu cele din cazul real, exist 
deosebiri semni�cative, numai dac  se ia în seam  faptul c  în geometria Finsler complex 
exist  dou  derivate covariante orizontale diferite (conjugate), în particular pentru tensorii
Cartan complec³i acestea sunt Cij̄k|h ³i Cij̄k|h̄, în raport cu conexiunea Chern-Finsler. Este
important de menµionat faptul c  o condiµie de forma Clr̄h|k = 0 este echivalent  cu Clr̄h|k̄ = 0

³i mai mult, în acest caz, coe�cienµii orizontali Li
jk ai conexiunii Chern-Finsler depind doar

de punctele z de pe varietate. Probabil c  acesta a fost principalul motiv care l-a determinat
pe T. Aikou s  denumeasc  spaµiile Finsler complexe care au proprietatea c  Li

jk = Li
jk(z),

spaµii Berwald complexe [7]. Cu toate acestea, condiµia ca un spaµiu s  �e Berwald complex
poate � exprimat  prin independeµa coe�cienµilor orizontali Gi

jk ai unei conexiuni liniare de
tip Berwald BΓ, de coordonatele direcµiilor tangente, doar în cazul în care spaµiul este Kähler,
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adic  atunci când Li
jk = Gi

jk. A³adar, o extensie incontestabil  a spaµiilor Berwald complexe,
în leg tur  direct  cu BΓ, este dat  de spaµiile Berwald generalizate caracterizate prin faptul
c  funcµiileGi

jk depind doar de poziµia z. Pentru a studia spaµiile Landsberg complexe, utiliz m
al turi de BΓ, ³i o alt  conexiune liniar  complex  de tip Rund RΓ, amândou  �ind asociate
conexiunii neliniare canonice. Mai exact, un spaµiu Landsberg complex satisface condiµia
c

Li
jk = Gi

jk care se refer  la coe�cienµii orizontali ai conexiunilor RΓ ³i BΓ. Pân  acum se
cunoa³te faptul c  metricile Kähler ³i Kähler-Berwald sunt metrici Landsberg complexe, dar
existenµa unor exemple de metrici Landsberg complexe care nu sunt nici Kähler-Berwald ³i
nici Kähler este o problem  deschis . Teoria general  a spaµiilor Berwald generalizate este
completat  cu câteva rezultate speciale referitoare la meticile Randers complexe în Secµiunea
2.3. Rezultatele din acest capitol sunt publicate în articolele [26, 27].

Problema metricilor Finsler complexe proiectiv echivalente este prezentat  începând cu
Capitolul 3. Secµiunea 3.2 este preponderent canalizat  pe versiunile complexe ale teoremei
Rapcsák ³i pe o soluµie Finsler complex  a problemei a patra a lui Hilbert. Secµiunea 3.3
exploreaz  proiectivit µile metricilor Randers complexe F̃ = α + |β|, un rezultat �ind dat de
condiµiile necesare ³i su�ciente ca metricile F̃ ³i α s  �e proiecctiv echivalente [25].

O analiz  mai am nunµit  a relaµiei de echivalenµ  proiectiv  a metricilor Finsler complexe
permite stabilirea existenµei unor invarianµi proiectivi de curbur  de tip Douglas ³i de tip Weyl,
în Capitolul 4. Exist  unele similitudini formale cu studiile din geometria Finsler real , dar
deosebirile dintre cazul real ³i cel complex sunt mult mai profunde. Mai exact, în Secµiunea
4.2 explorarea relaµiei de echivalenµ  proiectiv  conduce la trei invariaµi proiectivi de curbur 
de tip Douglas, iar anularea acestora caracterizeaz  spaµiile Douglas complexe. De asemenea,
aceasta permite ³i obµinerea unor propriet µi suplimentare pentru spaµiile Kähler-Berwald.
Prin intermediul unui invariant proiectiv de curbur  de tip Weyl se obµine o clasi�care a spaµiile
Kähler-Berwald de curbur  olomorf  constant  ³i anume, acestea sunt pur hermitiene, dac  au
curbura olomorf  o constant  nenul  sau non-pur hermitiene, dac  au curbura olomorf  nul .
Secµiunea 4.3 este dedicat  metricilor Finsler complexe local proiectiv plate. În Secµiunea
4.4 un detaliu esenµial este posibilitatea scrierii ecuaµiilor curbelor geodezice sub o anumit 
form  care reduce studiul spaµiilor Douglas complexe, la investigarea unor funcµii care provin
din aceste ecuaµii. În Secµiunea 4.5 teoria general  a spaµiilor Douglas complexe este aplicat 
spaµiilor Randers complexe [24, 23].

În Capitolul 5 consider m o problem  de navigaµie Zermelo pe o varietate hermitian 
(M,h) ³i ar t m c  soluµiile sunt funcµii real omogene, adic  R-metrici Finsler complexe de
tip Randers (Secµiunea 5.3). Dincolo de semni�caµia faptului c  navigaµia Zermelo furnizeaz 
o aplicaµie concret  a R-metricilor Randers, mult mai important este faptul c  prin inter-
mediul acesteia pot � construite explicit metrici non-hermitiene (numite W -deform ri Zer-
melo), obµinute prin deformarea metricii hermitiene h, printr-un câmp vectorial W. În Secµi-
unea 5.4 este prezentat acest aspect, al turi de studiul invarianµei unor propriet µi ale metri-
cilor hermitiene, ca urmare a W -deform rilor, considerând câmpuri vectoriale W particulare
[9, 14].

Partea a II-a. Aceast  parte, bazat  pe rezultatele obµinute în lucr rile [10, 20, 11, 12, 13],
prezint  o colecµie de probleme de navigaµie pe panta alunecoas  (versantul alunecos) a unui
munte, reprezentat de o varietate riemannian  (M,h) de dimensiune cel puµin doi, sub acµiunea
unor �vânturi active�, exprimate prin intermediul vântului gravitaµional (un câmp vectorial
gradient), împreun  cu doi coe�cienµi de tracµiune. Capitolul 6 puncteaz  câteva noµiuni
³i rezultate de baz  din geometria Riemann-Finsler, acestea �ind necesare în prezentarea
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celorlalte capitole.
Înainte de a prezenta Capitolele 7-9, se impune o scurt  descriere a tipurilor de prob-

leme de navigaµie optim  în raport cu timpul, studiate în literatur  prin intermediul ge-
ometriei Riemann-Finsler, considerând un caz particular, mai exact, în prezenµa unui vânt
gravitaµional. Noµiunea de vânt gravitaµional introdus  recent în lucrarea [10], în contextul
datelor de navigaµie Zermelo [127, 45, 71, 124, 61] permite o descriere unitar  a tuturor prob-
lemelor de navigaµie optim  prezentate în Capitolele 7-9, incluzându-le totodat  ³i pe cele
clasice (MAT ³i ZNP). Aspectul cheie în descrierea modelelor de navigaµie este dat de tipul
³i gradul de compensare ale efectului gravitaµiei asupra pantei muntelui care apoi, caracter-
izeaz  ecuaµiile de mi³care ³i în consecinµ , metrica Finsler corespunz toare �ec rui caz. În
continuare ne referim la cele dou  probleme clasice, investigate iniµial de E. Zermelo respectiv,
M. Matsumoto [156, 157, 106].

ZNP se refer  la determinarea celor mai rapide traiectorii ale unei ambarcaµiuni care se
deplaseaz  cu o vitez  maxim  în raport cu un mediu înconjur tor, între dou  locaµii pe
mare sau în aer, în prezenµa unui curent (vânt) variabil, exprimat printr-un câmp vectorial
W . Problema a fost reformulat  ³i generalizat  la variet µi riemanniene (M,h) de dimensiune
arbitrar , cu soluµii în geometria Finsler ³i spaµiu-timp [127, 71, 45, 87, 61, 124]. Un câmp
vectorial gradient poate � tratat ca un vânt special în datele de navigaµie (h,W ) [20]. Aceasta
se plieaz  cu noµiunea de vânt gravitaµional care este componentaGT a câmpului gravitaµional.
Atunci, ecuat

,
ia general  de mi³care este vZNP = u +GT , unde u reprezint  vectorul vitez 

proprie, cu viteza maxim  ||u||h = 1. Soluµia este dat  prin intermediul unei metrici Randers
a c rei indicatoare este h-cercul translatat cu GT .

MAT este tot o problem  de minimizare în raport cu timpul, �ind urm rite cele mai rapide
drumuri care pot � parcurse pe un versant al unui munte, sub efectul gravitaµiei, µinând cont
de faptul c  a urca este mai obositor decât a coborî [106]. În acest model, componenta
transversal  a vântului gravitaµional (cross-gravity additive), i.e. Proju⊥GT (direcµia u⊥ �-
ind ortogonal  lui u) este întotdeauna anulat  ³i, prin urmare, nu are niciun impact asupra
traseului rezultant. În acela³i timp, componenta longitudinal  a vântului gravitaµional (along-
gravity e�ect), i.e. ProjuGT (�ind evident c  GT = ProjuGT+ Proju⊥GT ) este considerat 
maxim , în orice direcµie u de mi³care, oricare ar � forµa vântului ||GT ||h. Acest fapt conduce
la ecuaµia de mi³care vMAT = u+ProjuGT ³i de asemenea, implic  faptul c  vitezele u ³i
vMAT sunt întotdeauna coliniare, ceea ce contrasteaz  cu toate celelalte probleme de navi-
gaµie descrise în aceast  parte. Soluµia este dat  prin intermediul metricii Matsumoto a c rei
indicatoare este curba limaçon, în cazul unui model 2-dimensional.

O leg tur  direct  între MAT ³i ZNP sub in�uenµa vântului gravitaµional este prezentat  în
Capitolul 7. Amândou  problemele sunt generalizate ³i studiate printr-un model al versantului
alunecos care include un coe�cient de tracµiune transversal (cross-traction) exprimat prin
intermediul unui parametru real η ∈ [0, 1]. În aceast model (slippery slope), componenta
longitudinal  a vântului gravitaµional acµioneaz  continuu, cu toat  puterea în orice direcµie
de mi³care, oricare ar � forµa vântului ||GT ||h, pe când, componenta lateral  este supus 
compens rii, din cauza tracµiunii descris  prin η. În acest caz, ecuaµia general  de mi³care
este vη = u+(1−η)Proju⊥GT+ProjuGT , iar soluµia problemei este dat  de o metrica numit 
slippery slope, aceasta �ind o (α, β)-metric  general  [10].

În Capitolul 8 sunt prezentate ³i alte modele de navigaµie optim , pe panta unui munte.
Mai întâi este considerat un model în care, spre deosebire de MAT, componenta transversal 
a vântului gravitaµional este luat  în considerare în întregime în ecuaµia de mi³care, în timp ce
componenta longitudinal  este ignorat . În acest model, acµionat doar de Proju⊥GT (cross-
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gravity), numit CROSS, viteza rezultant  este v† = u+Proju⊥GT , iar soluµia problemei este
dat  tot de o metric  (α, β)-general , (metrica cross-slope) [11]. Apoi este valori�cat faptul
c  �ecare dintre cele dou  componente ale lui GT pot � reduse parµial prin introducerea unui
coe�cient de tracµiune, nu doar luate în întregime ca în MAT (doar componenta lateral )
sau în CROSS (doar componenta longitudinal ). A³adar, prin analogie cu modelul slippery
slope din Chapter 7, un alt model denumit slippery cross slope este explorat în Secµiunea 8.3,
introducând un alt coe�cient de tracµiune η̃ ∈ [0, 1], numit along-traction. Ecuaµia de mi³care
este acum vη̃ = u+Proju⊥GT + (1 − η̃)ProjuGT , iar in�uenµa celor dou  componente ale
vântului gravitaµional este aici orecum inversat , comparativ cu modelul slippery slope. Mai
mult, problema slippery cross slope (soluµia acesteia �ind dat  de metrica numit  slippery
slope cross) leag  direct CROSS ³i ZNP sub in�uenµa vântului gravitational [12].

Capitolul 9 ofer  un model mult mai general de navigaµie pe panta alunecoas  a muntelui,
care une³te ³i extinde toate problemele de navigat

,
ie dezvoltate în Capitolele 7 ³i 8. Acum

este admis  situaµia ca ambele componente ale vântului gravitaµional, în raport cu direcµia de
mi³care, s  varieze simultan pe intervale complete (ambii coe�cienµi de tract

,
iune η, η̃ ∈ [0, 1]

sunt acum inclu³i în ecuaµia general  de mi³care). Acest scenariu re�ect  impactul ambelor
tract

,
iuni pe versantul alunecos, ceea ce confer  un sens mult mai larg problemei de navigaµie

optim , în raport cu timpul pe panta muntelui [13].
Caracteristica comun  tuturor problemelor de navigaµie (studiate în Capitolele 7-9) este

c  soluµiile optime ale acestora sunt furnizate de metrici Finsler complexe din clasa (α, β)-
metricilor generale (a³a-numitele (η, η̃)-slope metrics). Acestea sunt obµinute printr-o defor-
mare a metricii riemanniene h, dependent  de direcµia de mi³care u, urmat  apoi de o translaµie
rigid , dat  de o direcµie coliniar  vântului gravitaµional.
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