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Introducere

Scopul lucrarii de fata este introducerea si studiul, prin metode probabiliste, a unui nou operator
de aproximare de tip Bernstein. Operatorul clasic de aproximare B, a lui Bernstein a fost
introdus in anul 1912 de catre Serge Bernstein in lucrarea [4], dand astfel o demonstratie
constructiva a teoremei lui Weierstrass privind aproximarea functiilor continue prin polinoame
(operatorul lui Bernstein fiind un operator polinomial).

Operatorul lui Bernstein a fost gi este intens studiat in literatura de specialitate (aproape
4000 de lucrari stiintifice avand cuvantul cheie “Bernstein” in titlu numai in baza de date
Mathscinet). Pentru detalii se pot consulta lucrarile [28], [29], [8], [I1], [42], [44], [16], [48], [34],
[41], 122], [24], [35], [36], [44], pentru a mentiona doar cateva referinte bibliografice.

Prima generalizare importanta a operatorului Bernstein este datorata academicianului roman
Dimitrie D. Stancu, care in 1968 a observat ca distributia binomiala folosita de catre Berstein
pentru a defini operatorul Bernstein este un caz particular al distributiei Pélya, observatie ce l-a
condus la introducerea unei generalizari a operatorului Bernstein ([51], [52]), operator cunoscut
astazi sub numele de operatorul Bernstein-Stancu.

Punctul de plecare al prezentei lucrari este observatia ca operatorul Bernstein-Stancu este
definit folosind distributia Pélya cu parametru de inlocuire ne-negativ. Asa cum vom incerca
sa aratam pe parcursul lucrarii, putem defini noi operatori de aproximare de tip Bernstein si in
cazul parametrilor de inlocuire negativi, iar pentru o anumita alegere a acestui parametru, ope-
ratorul R,, obtinut are proprietati de aproximare ce imbunatatesc rezultatele corespunzatoare
pentru operatorul clasic de aproximare a lui Bernstein, sau a altor operatori inrudit;i.

Lucrarea este structurata in 3 capitole, si contine o lista de referinte bibliografice cuprinzand
58 de titluri.

Capitolul intai al lucrarii este intitulat “Probabilitate si variabile aleatoare”, si contine ele-
mentele de teoria probabilitatilor necesare in vederea prezentarii rezultatelor din capitolele
urmatoare.

Sectiunea [L.1] contine definitii si notiuni elementare de teoria multimilor si a functiilor.



Sunt prezentate aici submultimile importante ale multimii numerelor reale, operatii cu multimi,
notiunile de baza din teoria functiilor reale de variabila reala, si conceptul de cardinalitate a
unei multimi, in particular notiunile de multime finita si multime infinit numarabila.

In Sectiunea este introdus conceptul fundamental de spatiu de probabilitate. Sunt pre-
zentate aici notiunile de spatiu de evenimente, operatii gi relatii intre multimile de evenimente,
ilustrate cu exemple sugestive. In continuare se introduce notiunea de spatiu masurabil, prin
definirea conceptelor importante de algebra, o-algebra, si o-algebra generata de o familie de
multimi (insotite de asemenea de exemple), si a proprietatilor importante ale acestora.

Este apoi introdusa masura de probabilitate, si sunt prezentate principalele proprietati ale
acesteia (Propozitia si Propozitia si mai multe exemple de spatii de probabilitate
(spatiu de probabilitate cu un numar finit de evenimente egal probabile, spatiul de probabilitate
al aruncarii zarului, a unei monede, etc). Sectiunea se incheie cu prezentarea rezultatului
important de continuitate a masurii de probabilitate (Propozitia .

In Sectiuneall.3[este introdusa notiunea de variabila aleatoare, i sunt prezentate principalele
proprietéti ale variabilelor aleatoare. In continuare este introdusd functia de distributie a unei
variabile aleatoare, sunt prezentate exemple si proprietati ale acesteia, precum si teorema de
caracterizare a functiei de distributie (Teorema .

Sectiunea se incheie prin introducerea notiunii de medie a unei variabile aleatoare si a
cateva caracteristici numerice ale variabilelor aleatoare discrete (momente, momente centrate,
dispersie, etc). Sunt de asemenea aici prezentate principalele proprietati ale mediei (lineari-
tate, monotonie, inegalitatea Jensen, etc — a se vedea Propozitia si ale caracteristicilor
variabilelor aleatoare discrete (Propozitia .

Capitolul se incheie cu prezentarea catorva modele clasice de urne (Sectiunea , ce
vor fi folosite in capitolele urmatoare ale lucrarii. Sunt aici prezentate distributia Bernoulli,
distributia binomiala (extragere repetata din urna cu inlocuirea bilei extrase), distributia hi-
pergeometrica (extragere repetata din urna fara inlocuirea bilei extrase), si modelul general al
urnei/distributiei lui Pélya (extragere repetatda din urna cu parametru de inlocuire ¢: pentru
¢ = 0 se obtine distributia binomiala, iar pentru ¢ = —1 se obtine distributia hipergeometrica).
Pentru toate distributiile considerate sunt indicate principalele caracteristici numerice (media
si dispersia).

Contributia in cadrul acestui capitol a constat in studiul bibliografic, sintetizarea
rezultatelor esentiale, elaborarea de exemple, si prezentarea intr-o maniera unitara
a rezultatelor acestui capitol.

Capitolul al doilea al lucrarii este intitulat “Operatorul Bernstein”, si contine o prezentare



succinta a principalelor rezultate privind operatorul de aproximare a lui S. Bernstein.

Astfel, in Sectiunea [2.1| este introdus operatorul de aproximare B, a lui Bernstein, si este
prezentata ideea probabilista din spatele definitiei (distributia binomiald).

In Sect;iunea sunt prezentate principalele proprietati ale operatorului Bernstein: proprie-
tatea de aproximare uniforma a unei functii continue (Teorema cu demonstratia originala
a lui Bernstein), proprietatea de liniaritate, pozitivitate, si convergenta (Teorema [2.2.4)), si pro-
prietatea de monotonie (Teorema . Sunt de asemenea prezentate aici rezultate privind
eroare de aproximare a operatorului Bernstein: eroarea de aproximare folosind modulul de con-
tinuitate al functiei (Teoremagi Teorema, rezultat datorat initial lui T. Popoviciu si
dezvoltat ulterior de alti cercetatori (a se vedea spre exemplu [2§], [50]), eroarea de aproximare
folosind modulul de continuitate al derivatei functiei (Teorema, si eroarea de aproximare
asimptotica (teorema lui Voronovskaja, Teorema . De mentionat aici ca demonstratiile
teoremelor privind eroarea de aproximare a operatorului Bernstein mentionate mai sus sunt
originale, fiind bazate pe rezultatul obtinut in Lema [3.3.2] ([39]) prezentat in ultimul capitol al
lucrarii.

In ultima sectiune a acestui capitol (Sectiunea sunt prezentate cateva generalizari ale
operatorului Bernstein, generalizari ce vor fi utilizate pentru comparatie cu operatorul R,
introdus in lucrare. Astfel, sunt aici prezentati operatorul Bernstein-Stancu P introdus de
Stancu ([51], [52]), operatorul Lupag L,, introdus de A. Lupag si L. Lupas ([32]), operatorul g-
Bernstein a lui Lupag L, , introdus de A. Lupas ([30]), operatorul ¢g-Bernstein a lui Phillips B,, ,
introdus de G. M. Phillips ([43]), si operatorul (p, ¢)-Bernstein a lui Mursaleen S, , , introdus
de Mursaleen si co-autorii sai ([36]).

Contributia in cadrul acestui capitol a constat in studiul bibliografic, sintetizarea
rezultatelor esentiale, prezentarea intr-o maniera unitara a rezultatelor acestui
capitol, si, asa cum am mentionat, demonstratiile originale ale Teoremei [2.2.7],
Teoremei [2.2.7, si Teoremei demonstratii bazate pe rezultatul obtinut in
Lema ([39], in colaborare cu M. N. Pascu si N. R. Pascu).

Ultimul capitol al lucrarii, intitulat “Un nou operator de aproximare de tip Bernstein” este
in intregime original, fiind bazat pe rezultatele obtinute in colaborare cu M. N. Pascu in lucrarile
[39] si [40] (ISI), si cu N. R. Pascu in lucrarile [39], [40], [58] (ISI), in ultima lucrare fiind prim
autor.

In Sectiunea , intitulata “Un nou operator de aproximare de tip Bernstein”, este introdus
un nou operator de aproximare de tip Bernstein, notat P%%¢, definit folosind distributia Pélya

Xab¢  Aga cum se observa in lucrare, pentru valori a = o, b = 1 —x s5i ¢ = a > 0 acest



operator coincide cu operatorul Bernstein-Stancu, dar interesul in aceasta lucrare este pentru
valori negative ale parametrului ¢ satisfacand conditia de compatibilitate a distributiei
Polya (a se vedea Observatia [3.1.1]).

Motivat de aceastd observatie, am considerat in definitia operatorului P**¢ alegerea parti-
cularaa =x,b=1—2gi c=—min{x,1 —z}/(n — 1), obtinand astfel operatorul notat prin
R, definit de relatia , ale carui proprietati vor fi studiate in continuare.

Astfel, in Teorema (Sec‘giunea sunt prezentate cateva din proprietatile operatorului
R,: proprietatea de monotonie, de pozitivitate, de convergenta uniforma, si proprietatea de
supra-aproximare a functiilor convexe, proprietati similare operatorului clasic Bernstein B,,.

In Sectiunea sunt prezentate estimari privind eroarea de aproximare a operatorului
R,. Demonstratiile acestor rezultate folosesc Lema [3.3.2] in care se obtin estimari pentru
|Ef (X)— f(x)| in functie de modulul de continuitate al functiei f, al derivatei acesteia, res-
pectiv o formula Taylor de ordin doi pentru E'f (X), i de dispersia variabilei aleatoare X avand
medie F (X) = z.

Folosind aceasta lema, in Teorema se obtine o estimare a erorii de aproximare a ope-
ratorului R, in functie de modulul de continuitate al functiei, in Teorema se obtine o
estimare erorii de aproximare a operatorului R, in functie de modulul de continuitate al deri-
vatei functiei, iar in Teorema [3.3.7]se obtine comportamentul asimptotic al erorii de aproximare
al operatorului R,. Asa dupa cum se arata in observatiile ce succed aceste teoreme, in toate
cazurile eroarea de aproximare este imbunatatita comparativ cu rezultatele corespunzatoare
pentru operatorul clasic de aproximare B,, a lui Bernstein.

In Sectiunea se demonstreaza un rezultat important obtinut in colaborare cu M. N.
Pascu si N. R. Pascu in lucrarea [40], si anume ca, constanta optimala ce apare in inegalitatea
de marginire a erorii de aproximare a operatorului R,, in functie de modulul de continuitate
al functiei este mai mica decat constanta corespunzatoare a lui Sikkema in cazul operatorului
Bernstein B,, (Teorema [3.4.2)). Demonstratia foloseste o proprietate avand interes de sine
statator, i anume o proprietate de monotonie a factorialului crescator, demonstrata in Lema
[3-4.1] obtinutd de asemenea in colaborare cu M. N. Pascu si N. R. Pascu in lucrarea [40).

In Sectiunea se demonstreaza proprietatea de monotonie a operatorului R,, (Teorema
, proprietate similara cu cea a operatorului Bernstein clasic. Intr-o formulare echivalenti
(Teorema , acest rezultat arata ca variabilele aleatoare de tip Podlya verifica o anumita
ordonare stochastica, fapt ce are un interes de sine statator in teoria ordonarilor stochastice.

Demonstratia acestor rezultate foloseste trei rezultate auxiliare demonstrate in aceasta

sectiune, rezultate de interes independent. Astfel, in Lema [3.5.1| se demonstreaza o rafinare a
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inegalitatii inverse inegalitatii Cauchy-Bunyakovsky-Schwarz (a se vedea Observatia , in
Lema [3.5.3] se demonstreaza inegalitati de marginire inferioara si superioara a unei integrale
folosind metoda trapezelor (rezultat cunoscut doar in cazul asimptotic), iar in Lema se
demonstreaza un rezultat precis privind semnul unei anumite functii.

Capitolul se incheie cu Sectiunea|3.6/1n care sunt prezentate rezultate numerice comparative
intre operatorul R, introdus in lucrare si operatorii de tip Bernstein prezentati in Sectiunea
2.0l

Analiza numerica arata ca operatorul R, reduce, comparativ cu operatorul Bernstein, eroa-
rea de aproximare la jumatate, iar analiza grafica arata ca in toate cazurile considerate (functie
continuu diferentiabild, functie continua, respectiv functie discontinui), operatorul R,, ofera
cea mai buna aproximare a functiei considerate in raport cu ceilalti operatori de tip Bernstein

considerati.



Capitolul 1

Probabilitate si variabile aleatoare

1.1 Notiuni preliminare

1.1.1 Notiuni de teoria multimilor
In cele ce urmeazd vom considera urmatoarele multimi importante:
e multimea vida (multimea fara nici un element): @
e multimea numerelor naturale: N ={0,1,2,...}
e multimea numerelor intregi: Z =1{...,—-2,—1,0,1,2,...}
e multimea numerelor rationale: Q = { %‘ m,n € Z,n # 0}

e multimea numerelor reale: R

1.1.2 Definitii si notatii

Spunem ca o multime A este confinutd in multimea B, si notam A C B, daca orice element al
multimii A apartine si multimii B. Spunem in acest caz ca multimea A este o submulfime a
multimii B.

Spunem ca multimea A este egald cu multimea B, si notam A = B, daca A C Bsi B C A.
In caz contrar spunem cd multimile A si B nu sunt egale, si notdm A #+ B.

Pentru o multime de baza nevida Q2 # @, vom nota prin P (2) mulfimea partilor multimii

2, formata din toate submultimile multimii €2

P(Q)={A:ACQ}.



Pe multimea P (2) introducem urmaétoarele operatii:

reuniunea a doua multimi A si B, notata cu AJ B, definita prin

AUB:{xEQ]xGAsau:UEB} (1.1)

intersectia a doua multimi A si B, notata cu A() B, definita prin

A(B={z€Q|zecAsize B} (1.2)

diferenta a doua multimi A si B, notata cu A — B, definita prin

A-B={ze€Al|z¢ B} (1.3)

complementara unei multimi A (in raport cu multimea de referinta ), notata cu A€, definita
prin

A=Q-A={z€Q|z¢ A} (1.4)

produsul cartezian a doua multimi A si B, notat cu A x B, definit ca multimea perechilor

ordonate (z,y) cu z € Asi y € B, adica:

Ax B={(x,y) |z € Aye B} (1.5)

Observatia 1.1.1 Sa observam cd spatiul euclidian Ey = R? poate fi interpretat ca produsul

cartezian Fy x E; unde Fy = R este spatiul euclidian unidimensional, adica dreapta reala.

1.1.3 Functii de o variabila reala

Definitia 1.1.2 Date fiind doua multimi nevide X s1Y, daca fiecarui element x € X i cores-
punde - printr-un anumit procedeu - un unic element y € Y, vom numi corespondenta dintre

elementele multimii X si elementele multimit Y functie sau aplicatie.

Daca fiecarui element o € X 1ii corespunde elementul bine determinat f(z) € Y, vom nota
functia corespunzatoare prin f : X — Y. Multimea X se numeste mulfimea de definitie (sau
domeniul) a functiei f, iar multimea Y se numesgte multimea in care functia f ia valori (sau

codomeniul functiei f).



Daca elementului x 1i corespunde elementul y € Y prin functia f , spunem ca y este imaginea
lui z prin functia f sau ca y este valoarea functiei f in punctul z, si notam y = f(x).

Data fiind o functie f : X — Y, numim imaginea multimii A C X prin functia X multimea

f(A) ={f(z) |z € A},
sl imaginea inversd (sau preimaginea) multimii B C Y prin functia f multimea
[7(B)={x e A| f(z) € B}.
Consideram in cele ce urmeaza ca X,Y C R, gi vom spune ca functia f : X — Y este o
functie reala de variabila reala.

Definitia 1.1.3 Functia reald de variabila reala f: X — 'Y se numeste:

- strict crescatoare (crescatoare) daca f (x1) < f (z2) (f (x1) < f(x2)), oricare ar fizy, 2o € X

cu 1 < 9.

- strict descrescatoare (descrescatoare) daca f(x1) > f(z2) (f (x1) > f(x2)), oricare ar fi

1,22 € X cuxy < To.
- angectiva daca f (1) # f (x9) oricare ar fi x1,29 € X cu x1 # 9.
- surjectiva daca oricare ar fiy € Y exista x € X astfel incat f (x) =y.

- bigectiva daca este injectiva $i surjectiva, adica daca oricare ar fi y € Y exista un unic

element x € X astfel incat f (x) =y.
Daca functia f : X — Y este bijectiva, putem defini functia inversa functieir f, notata cu

f~1:Y — X, si definita prin

v=f"y) = flz)=y.

Observam ca dacd functia f este bijectiva atunci si functia inversa f~! este de asemenea

bijectiva, si au loc relatiile f~1 (f (z)) =z si f(f'(y)) =y, oricarear iz € X siy €Y.

1.1.4 Cardinalul unei multimi

Definitia 1.1.4 Spunem ca doua multimi A si B sunt echipotente (sau cardinal echivalente)

daca ezista o bijectie f: A — B. Notam in acest caz A ~ B sau |A| = |B|.
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Clasa tuturor mulfimilor cardinal echivalente cu o multime data A se numeste cardinalul

multimii A si se noteaza card (A) sau |A|.

Prin definitie, o multime infinitd este o multime care este echipotenta cu o submultime
stricta a sa. Se poate demonstra ca o multime este infinita daca si numai daca ea nu este o
multime finita.

O multime infinita se numeste numdrabila (sau infinit numarabild) daca ea este echipotenta

cu multimea N a numerelor naturale, si nenumarabila in caz contrar.

1.2 Spatiu de probabilitate

1.2.1 Spatiu de evenimente

Pentru definirea conceptului de spatiu de probabilitate, vom considera un experiment, al carui
rezultat nu se poate preciza cu siguranta inaintea efectuarii lui, dar pentru care multimea
tuturor rezultatelor posibile este cunoscuta.

Numim eveniment elementar oricare din rezultatele efectuarii experimentului considerat, si
notam cu 2 mulfimea tuturor evenimentelor elementare, adica multimea tuturor rezultatelor
posibile ale unui experiment considerat.

Numim eveniment o submultime a lui €2, adica un eveniment reprezinta o multime de eveni-
mente elementare. Vom nota evenimentele cu majuscule A, B, C, ..., iar eveimentele elementare
cu w,wi,wsa, ...

Remarcam doua evenimente importante, si anume evenimentul sigur, notat cu € (este eve-
nimentul care apare la fiecare efectuare a experimentului) si evenimentul imposibil, notat cu &

(este evenimentul care nu apare la nici o efectuare a experimentului).
Examplul 1.2.1 In cazul aruncdrii unui zar, urmatoarele sunt exemple de evenimente:
o A={1,3,5}, adica aparitia unui numar impar
e B=1{24,6}, aparitia unui numar par
o C'={1,2,3,4,5}, adica aparitia unui numdar mai mic decdt 6
e D ={4,5,6}, adica aparifia unui numdr mai mare sau egal cu 4.

Examplul 1.2.2 In cazul aruncarii unei monede, multimea rezultatelor posibile este ) =
{B, S}, unde prin B am notat aparitia fetei “ban”, iar prin S am notat aparitia fetei “stema”.

Putem in acest caz considera urmdtoarele evenimente:



e A= {B}, adica aparitia fetei “ban”
e B ={S}, adica aparitia fetei “stema”

Pe un spatiu €2 de evenimente elementare fixat, introducem urmatoarele definitii pentru

doua evenimente A, B C €.

Definitia 1.2.3 (evenimente compatibile) Spunem cd evenimentele A gi B sunt compati-

bile daca ele se pot realiza simultan la efectuarea experimentulua.

Examplul 1.2.4 In experimentul aruncarii zarului, consideram evenimentul A ce consta in
aparitia uneia din fetele 1 sau 3, si evenimentul B ce consta in aparitia uneia din fetele cu
numerele impare. Evenimente A si B sunt compatibile deoarece daca rezultatul experimentului

este aparitia fetei 1, atunci se realizeaza simultan si evenimentul A si evenimentul B.

Definitia 1.2.5 (evenimente incompatibile) Spunem cda evenimentele A si B sunt in-

compatibile daca ele nu pot aparea simultan la nici o efectuare a experimentulus.

Examplul 1.2.6 In experimentul aruncarii zarului, consideram evenimentul A ce consta in
aparitia uneia din fetele cu numere impare, $i evenimentul B ce consta in aparifia uneia din
fetele cu numere pare. Evenimentele A si B nu se pot realiza simultan, si deci evenimentele A

st B sunt evenimente incompatibile.

Definitia 1.2.7 (reuniunea a doua evenimente) Definim reuniunea evenimentelor A gi
B, notata prin AJ B, ca fiind evenimentul care se realizeaza dacd cel putin unul din eveni-

mentele A si B se realizeaza.

Examplul 1.2.8 In experimentul aruncarii zarului, consideram urmatoarele evenimente: A =
{1,3,4} si B ={2,4,6}. Evenimentul A se realizeazd daca la aruncarea zarului apare una din
fetele 1,3 sau 4, iar evenimentul B se realizeaza daca la aruncarea zarului apare una din fetele
2,4 sau 6. Reuniunea evenimentelor A sau B constd deci in aparifia uneia din fetele 1,2,3,4

sau 6, si deci A|JB ={1,2,3,4,6}.

Definitia 1.2.9 (intersectia a doud evenimente) Definim intersectia evenimentelor A
si B, notata prin A B, ca fiind evenimentul care se realizeaza dacd se realizeazd simultan

ambele evenimente A si B.

Examplul 1.2.10 In notatia din exemplul anterior deducem ca intersectia evenimentelor A i

B este evenimentul A B = {4}.
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Definitia 1.2.11 (eveniment contrar) Definim evenimentul contrar evenimentului A, notat
prin A¢, evenimentul constand in nerealizarea evenimentului A (adica A¢ se realizeazd daca nu

se realizeaza A, gi A° nu se realizeaza dacd se realizeaza evenimentul A).

Observatia 1.2.12 FEste usor de observat din definitia anterioara ca evenimentul contrar eve-

nimentului A° este evenimentul A, adica (A°)° = A.

Examplul 1.2.13 In experimentul aruncarii zarului, consideram urmatoarele evenimente: A =
{1,3,5} si B = {2,4,6}. Observam ca dacd nu se realizeazd evenimentul A (adicd dacd nu
apare una din fetele 1,3 sau 5) atunci se realizeaza evenimentul B (adica apare una din fetele

2,4 sau 6). Rezulta deci ca evenimentul B este contrarul evenimentului A, §i viceversa.

Definitia 1.2.14 (diferenta a doud evenimente) Definim diferenta evenimentelor A gi
B (in aceasta ordine), notata prin ANB, ca fiind evenimentul ce consta in realizarea lui A i

nerealizarea lui B.

Definitia 1.2.15 (implicatia intre doud evenimente) Spunem ca evenimentul A implica

evenimentul B daca realizarea evenimentului A atrage dupa sine si realizarea evenimentului B.

Examplul 1.2.16 In experimentul aruncarii zarului, consideram urmatoarele evenimente:
A ={1,2} ¢i B = {1,2,3}. Realizarea evenimentului A atrage dupd sine si realizarea eve-

nimentului B, si deci evenimentul A tmplica evenimentul B.

1.2.2 Spatiu masurabil

Definitia 1.2.17 (algebra) Fiind data o multime nevida Q) # &, numim algebrda (sau corp
de parti) pe Q o familie nevida F C P(Q) = {A: A CQ} de parti a lui Q cu urmdtoarele

proprietati:
i) F este inchisa la complementara, adica A € F — A° € F

ii) F este inchisa la reuniune, adica A,B € F = A|JB € F

Examplul 1.2.18 Consideram Q = [a,b) C R, unde a,b € R cu a < b. Este usor de verificat
ca familia
F = {U[alvbz) :HEN*7ai7bi € [a7b)aai<bi} (16)
i=1

formeaza o algebra de multimi pe €.
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Examplul 1.2.19 FEste usor de verificat ca pentru Q ={B,S}, F1 = {@,0Q} st Fo = P(Q) =
{2,{B},{S},Q} sunt algebre pe Q (de fapt acestea sunt singurele algebre pe Q). JFy este

algebra “minimala” pe 2, iar Fo este algebra “maximala” pe ).

In general , pentru o algebra F arbitrara pe o multime de evenimente elementare €2, are loc
relatia de incluziune

]:1C]:C.F2,

unde F; = {@,Q} si F» = P(Q). Din acest motiv F; se numeste algebra minimald pe §, iar

F3 se numeste algebra mazximala pe €.

Propozitia 1.2.20 Daca F este o algebra pe 2, atunci au loc urmatoarele proprietati.
1)2,QeF
2) Oricare ar fi A, B € F avem A(\B € F
3) Oricare ar fin > 1 gi Ay, Ay, ..., A € F avem U, Ai € F si( iy Ai € F
4) Oricare ar fi A, B € F avem AN\B, B\A, AAB := (A\B)|J(B\A) € F.

Definitia 1.2.21 (o-algebra) Fiind datd o multime nevida Q2 # &, numim o—algebra (o-corp
de parti) pe Q o familie nevida F C P(Q) = {A: A C Q} de parti a lui Q, cu proprietatile:

i) F este inchisa la complementara, adica A € F = A°€ F

n
ii) F este inchisa la reuniuni numdrabile, adica Ay, A, ..., A, € F = |JA; € F
i=1

Examplul 1.2.22 FEste usor de verificat ca data fiind o mulfime nevida §2 de evenimente ele-
mentare, F1 = {Q, @} si Fo = P(Q) reprezinta o—algebre pe €.
De asemenea, daca F este o o—algebra arbitrara pe ), atunci se poate ardta (a se vedea

Propozitia|1.2.2))) ca are loc dubla incluziune
F1 CF C Fy,

motiv pentru care F; = {&,Q} se mai numeste o—algebra minimala pe Q, iar Fo = P(Q) se

numeste o—algebra maximala pe €.

Examplul 1.2.23 Daca Q2 este o multime infinit nenumarabila, se verifica usor ca familia de
multims
F={ACQ| A cel mult numarabila sau A° cel mult numarabila}

este o o—algebra pe €.
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Propozitia 1.2.24 Daca F este o o—algebra pe €, atunci au loc urmatoarele:
1) @2.Q¢eF
2) Oricare ar fin € N* gi Ay, As, ..., Ay € F avem || Ai € F si (-, Ai € F
3) Pentru gi orice sir de evenimente Ay, As, ... € F avem ﬁlAn e F

4) Oricare ar fi A, B € F avem AAB & (ANB)U(B\A) € F.

Definitia 1.2.25 (spatiu masurabil) O mulfime nevida Q) # & pe care s-a definit o c—algebra
F se numegte spatiu masurabil gi se noteaza (2, F). Elementele lui F se numesc evenimente

masurabile.

Observatia 1.2.26 Punctul 2) din Propozitia [1.2.24) arata ca orice o—algebra pe Q) este de
asemenea o algebra de mulfimi pe ), dar reciproca nu este in general adevarata.

n
Pentru a ardata aceasta, consideram algebra F = {U [a;,b;) :n € N* a;,b; € [a,b),a; < bi}
i=1

din Exemplul . Daci F ar fi o o-algebrd, cum A, = [a+ 2% b) € F oricare ar fin > 1,

n+1’

ar rezulta ca evenimentul

A, = ,b) =(a,b
Ua=U o+ 2550) =@
n=1 n=1
ar apartine lui F, o contradictie (deoarece intervalul (a,b) nu se poate scrie ca o reuniune finitd

de intervale de forma [a;,b;)).

Data fiind o submultime arbitrara £ C P(2), ea nu este in general o o-algebra. Se poate
demonstra Insa ca existd o o-algebra minimala ce contine pe £, notata prin o(£), si numita

o-algebra generata de L.

Propozitia 1.2.27 Daca Q2 este multime de evenimente elementare si L C P(Q) este o familie

de multimi, atunct
o(L) = ﬂ {F: F CP(Q) este o — algebra pe Q si L C F} (1.7)

este o—algebra generata de L (o-algebra minimald ce contine pe L).

Propozitia 1.2.28 Fie Q # @& o multime nevida si Ly, Lo, F C P (Q) familii de multimi pe

Q. Au loc urmatoarele:
i) Daca L1 C Ly atunci o(Ly) C o(Ly)

ii) Daca F este o-algebra pe Q2 daca si numai daca F = o(F).
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Examplul 1.2.29 (c-algebra multimilor Boreliene pe R) Un ezemplu important de o-
algebra generata de o familie de multimi este o-algebra multimilor Boreliene pe R, definita
prin:

B=B(R)=0 ({A C R | A multime deschisa in R}) (1.8)

Se poate ardta (a se vedea spre exemplu [38]) ca oricare dintre familiile de multimi ale lui

R

L = {(ab)|a,beR a<b)
Ly = {(a,b]|a,beRa<b)
Ly = {{a,b)|a,bcRa<b)
Lo = {{a,b]|abeR,a<b}
Ls = {(
Le = {(
L; = {(b,o00) | beR}

—00,a) | a € R}

00,al | a € R}

Ly = {[b,o0) |beR)

genereaza o-algebra mulfimilor Boreliene pe R, adica

1.2.3 Masura de probabilitate

Definitia 1.2.30 (masura de probabilitate) Numim masura de probabilitate pe spafiul ma-

surabil (2, F) o functie P : F — [0,4+00) cu proprietatile:
i) P(Q) =1

ii) Oricare ar fi evenimentele Ay, As, ... € F incompatibile doud cate doud, avem:
P <U An> => P(4,).
n=1 n=1

Definitia 1.2.31 (spatiu de probabilitate) Numim spatiu de probabilitate (cAmp de pro-
babilitate complet aditiv) un triplet (2, F, P) unde:

o () £ & este mulfimea evenimentelor elementare
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o F este o o-algebra pe <)

e P este o masura de probabilitate pe spatiul masurabil (€2, F) .
Propozitia 1.2.32 Daca (Q, F, P) este un spatiu de probabilitate, atunci au loc urmatoarele.
1) P(@)=0

2) P(AiJUAU...UA,) = P(A)+P(Ay)+...+P(A,), oricare ar fin > 1 si Ay, ..., A, € F

disjuncte doua cate doua.
3) P(A) < P(B), oricare ar fi A,B€ F cu AC B
4) 0 < P(A) <1, oricare ar i A € F
5) P(A°) =1— P(A), oricare ar fi A € F
6) P(B\A) = P(B) — P(A), oricare ar i A,B€ F cu AC B

7) P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(ANB), oricare ar fi A,B € F.

Examplul 1.2.33 Un exemplu important de spativ de probabilitate este cel in care mullimea

de evenimente elementare este finita, fiind formata din evenimente elementare egal probabile.
Daca spatiul de evenimente elementare este = {wn,...,w,} pentru un anumit n > 1, si

evenimentele elementare wy, ..., w, sunt egal probabile (adica P ({w;}) = P ({w,}), oricare ar

fil <i,5 <n, din proprietatile masurii de probabilitate obtinem

1=P(Q)=P (U {m}) = ZP({M}) =nP ({w1),

si deci P ({a;}) = %, oricare ar fi1 < i < n. Este usor de observat cd dacd A € F =P (),

atunci functia de probabilitate P : F —[0,00) este definita de

Spatiul de probabilitate (2, F, P) astfel definit se numeste spatiu de probabilitate cu un

numar finit de evenimente egal probabile.

Examplul 1.2.34 In cazul aruncdrii unui zar, putem considera ca spativ de probabilitate

(Q,F, P), unde
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o 0=1{1,2,34,56)
o F=P(Q)={2;{1};{2};..;{1,2};..;{5,6};..;{1,2,3,4,5,6}}
3 P:]:—>[0;oo),P(A):%,A€]:.

Examplul 1.2.35 In cazul aruncdrii unei monede, putem considera ca spatiu de probabilitate

(0, F, P), unde
e O={B,S}
« F=P(Q) ={2.{B}.{5}.{B.5}}
e« P F —[0:00). P({B}) = P({S}) = &.

Mai general, in cazul unui ban “masluit” (pentru care una din fete apare mai frecvent decat
cealalta), putem defini functia de probabilitate prin P({B}) = p si P({S}) = 1 — p, unde
p € (0,1) este probabilitatea de aparitie a fetei “ban”.

Examplul 1.2.36 In cazul aruncéarii a doud monede, putem considera ca spatiu de probabilitate

(Q,F,P), unde
e ()= {{BaB} {B,S} {S,B} {575}}
o F=P(Q)

e P: F—[0;00), P(A) = %, A € F (in cazul in care evenimentele elementare sunt egal

probabile, adicd dacd P ({B,B}) = P ({B,S}) =P ({S,B}) =P ({S,5}) =1).

Propozitia 1.2.37 (inegalitatea lui Boole) Oricare ar fin € N* ¢i Ay,..., A, € F, au loc
inegalitatile

P (O Ai) < Zn:P(Ai) (1.9)

§t

P (ﬁ Ai> >1-— Xn:P(AiC). (1.10)
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1.2.4 Continuitatea masurii de probabilitate

Definitia 1.2.38 Pentru un sir de evenimente (Fn)n21 C F, definim evenimentele:

(i) liminf F,, = | N F; € F

n=1li=n

(ii) limsup F,, = (| UF;, € F
n=1li=n
(111) Daca liminf F,, = limsup F},, definim limita sirului F), (notata cu lim F),) prin:

lim F,, def liminf F,, = limsup F,, € F

n—o0

Propozitia 1.2.39 Pentru un sir arbitrar de evenimente (Fn)n21 C F, au loc urmatoarele:
i) liminf F,, C limsup F,

ii) Daca (F,),~, este un sir crescator de evenimente, atunci exista limita sirului F), si are loc:

- s

iii) Daca (F),),~, este un gir descrescator de evenimente, atunci exista limita sirului F, si are
loc:

= (V5

Observatia 1.2.40 Sa observam ca evenimentul elementar w € € apartine evenimentulus
liminf F,, = U, 2, Nz, Fi daca si numai daca exista un indice n > 1 cu proprietatea cd
w € ﬂfin F;, si deci w apartine tuturor evenimentelor F; pentru ¢ > n.

In concluzie evenimentul lim inf F,, este format din toate evenimentele elementare ce apartin
tuturor evenimentelor F,,, incepand de la un anumit rang.

In mod analog se poate justifica faptul ca evenimentul lim sup F), este format din toate eve-
nimentele elementare w ce apartin unui numdar infinit de evenimente F, (adica existd un gir

ny < ng < ...astfel incit w € F,, (VFn,()---)-

Observatia 1.2.41 Notand cu I : Q@ — {0,1} functia caracteristica a unei mulfimi F C €2,
definita prin
1, dacaw e F

IF(W) = ;
0, dacaweQ—F

se pot demonstra urmatoarele egalitati:

i) liminf F, = {w € Q : liminf I, (w) = 1}
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i) limsup F,, = {w € Q : limsup I, (w) = 1}

iii) Daca exista limita lim F,,, atunci
n—oo

lim F, = {w € Q: erista lim Ip, (w) st lim Ip, (w) = 1}.

n—oo n—oo n—oo

Relatiile de mai sus arata ca definititle pentru liminf F,, si limsup F, corespund celor pentru

siruri de numere reale, liminf x,, si lim sup x,,.

Propozitia 1.2.42 (continuitatea masurii de probabilitate) Dacd (F,),., C F este un

sir de evenimente pentru care exista lim F),, atunct
n—oo

P ( lim Fn) — lim P(F,).

n—oo n—oo

In particular:

a) Daca (F,),~, C F este sir crescator de evenimente atunci are loc

P (G Fn> = lim P(F,)

n=1

b) Daca (F,),s, C F este sir descrescator de evenimente atunci are loc
= i :
P (Q Fn> lim P(F,)

Propozitia 1.2.43 Pentru un sir de evenimente (Fn)nzl C F are loc inegalitatea

1.3 Variabile aleatoare

1.3.1 Definitie si proprietati

Definitia 1.3.1 (variabila aleatoare) Numim variabila aleatoare reald pe spatiul de proba-
bilitate (2, F, P) o functie X : Q — R masurabila in raport cu o-algebrele corespunzatoare (F

pe Q, respectiv B (R) pe R), adicd avand proprietatea ca:

X' B)={weN: X(w) € B} eF, (1.11)
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pentru orice multime boreliand B € B (R).

Examplul 1.3.2 La aruncarea a doua monede, functia X reprezentand numdarul de fete stema

obtinut este o variabila aleatoare pe spatiul (2, F, P) unde:

= {(S’ S),(S, B)’(BVS)v(BvB)}

. F=P(Q)
CP:Q—[0,00), P(A) =4 AcF,
deoarece
(o, 0,1,2¢ B
{(B,B)}, 0eBgil,2¢B
{(5,B),(B,9)}, 1€Bsi0,2¢B
X1 (B) = {(5,9)} 2eBi01¢B
{(B,B),(5,B),(B,5)} 0,1€eBsi2¢ B
{(S,B),(B,S),(S,9)} 1,2€ Bsi0¢ B
{(B,95),(5,9)} 0,2€Bsil¢B
| {(5.9).(8,B),(B.S),(B.B)} 0,1,2€ B

pentru orice multime boreliana B € B (R).

Observatia 1.3.3 Pentru a simplifica notafia, pentru o mulfime Boreliana B € B (R) i o
variabila aleatoare X, in continuare vom nota pe scurt multimea {w € Q: X(w) € B} prin
{X € B}.

Spre exemplu, evenimentul {w € 2: X (w) <a} = {we Q: X (w) € (—o0,a)} va fi notat
pe scurt prin {X < a} sau {X € (—o0,a)}.

Propozitia 1.3.4 X : Q@ — R este o variabila aleatoare pe spatiul de probabilitate (€2, F, P)

daca si numai daca are loc una din urmatoarele relatii echivalente:
i) {X <c} =X ((—o0,c)) € F, oricare ar fi c € R.
i) {X <c}=X"1((—o0,c]) € F, oricare ar fi c € R.
i) {X >ct=X"1((c,+0)) € F, oricare ar fi c € R.
w) {X >c} =X (e, +00)) € F, oricare ar fi c € R.

Definitia 1.3.5 Fie (X, F), (Y,G) spatii masurabile. O functie f : (X, F) — (Y,G) se numeste
masurabila daca

f(a)eF, VG €G.
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Teorema 1.3.6 Daca f: (R,B) — (R, B) este continud, atunci f este masurabild.

Propozitia 1.3.7 Daca f : (R,B) — (R, B) este o functie masurabila si X : (2, F) — (R, B)

este o variabila aleatoare, atunci foX : (2, F) — (R, B) este de asemenea o variabild aleatoare.

Consecinta 1.3.8 Daca f : R — R este o functie continua si X este o variabila aleatoare,

atunci f o X este de asemenea o variabila aleatoare.
In particular, ¢ + X (c € R), ¢- X (c € R), X2, | X|,+ (dacd X # 0), sin X sunt de

asemenea variabile aleatoare.

Propozitia 1.3.9 Daca (X,),~, este un sir de variabile aleatoare, atunci

Xw) = infX,w), V(@)= X, (),

n>1

liminf X, (w) = supinf X;(w) gi limsup X, (w) = infsup X (w)

n>1k>n n>1p>,

sunt de asemenea varibile aleatoare.

Consecinta 1.3.10 Daca (X,),~, este un sir de variabile aleatoare pentru care exista limita

X(w) = lim, 00 Xy (w) oricare ar fiw € Q, atunci X este o variabild aleatoare.

Propozitia 1.3.11 Daca X st Y sunt variabile aleatoare, atunci multimile urmatoare sunt

masurabile:

{X<Y} = {weQ: X(w)<Y(w)}eF
{X <Y} = {weQ: X(w) <Y(w)} eF

X<vi=J|[{x<ad({¥>c|eF

ceQ eF F
G {X>Y) = ({X<Y}) e F.
——
f

Propozitia 1.3.12 Daca X $t'Y sunt doua variabile aleatoare, atunci X —Y, X +Y, XY, si

% (daca'Y # 0) sunt de asemenea variabile aleatoare.

Definitia 1.3.13 O variabila aleatoare X : ) — R se numesgte discreta, daca mulfimea va-
lorilor posibile X (Q) a lui X este o mulfime discreta (o mulfime finitd sau o mulfime infinit

numarabild).
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Observatia 1.3.14 O wvariabila aleatoare discreta X poate lua numai un numar finit de valori
sau o multime de valori cel mult numarabila, si deci multimea valorilor posibile a lui X formeaza
un gir (finit sau infinit). In ambele cazuri, aceste valori formeaza un $ir x1,%s, ... (finit sau

infinit) si exista Ay, As, ... € F disjuncte doud cdte doud cu Up>1 A, = § astfel incat

X(w) =) xla, (W), we (1.12)
n>1
Reamintim ca pentru o multime A C Q am notat prin 14 funclia caracteristica (sau indi-

catorul) multimii A, adica

1, weA
1a(w) = . (1.13)
0, we\A

Notand cu p, = P (Ay), n > 1, putem reprezenta variabila aleatoare X data de sub

forma

x=""" . (1.14)
pP1 P2

numita gi distributia variabilei aleatoare X.
Cum evenimentele A;, i = 1,2, ..., formeazd un sistem complet de evenimente (sunt disjuncte
doua cate doua si UZ.21 A; = Q), obtinem conditiile necesare si suficiente ca distributia

sa reprezinte o variabila aleatoare: p; > 0 oricare ar fii > 1, si

Zpi—ZP(AZ-)—P<UAi> =P(Q)=1. (1.15)

i>1 i>1 i>1
1.3.2 Functia de distributie a unei variabile aleatoare

Definitia 1.3.15 Daca X : Q@ — R o wvariabila aleatoare, numim functie de distributie a

variabilei aleatoare X | functia Fx : R — [0, 1] definita prin
Fx(x)=P(X < x), z € R. (1.16)

Examplul 1.3.16 Daca X este o variabila aleatoare ce ia un numar finit de valori x; < ... <

T, cu probabilitatile pq, ..., pn, adica daca
1 Ty .. Tp
¥ — 1 T2 ’
P1 P2 - Pn
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atunci functia de distributie a variabiler aleatoare X este:

i

0, T < T
P1, 1 <x <X
Dp1 + D2, To S <3

P1t+p2t+ . Ppot, T ST <y

p1+p2+..-pna T S:U
—_—

L 1

Examplul 1.3.17 Daca X este o variabila aleatoare discreta finita, data de

o 1 2 3 4
0.2 03 0.1 03 0.1

X =

atunci functia de distributie a variabilei aleatoare X este

(

0, z <0
02, 0<z<1
Fy(x) = 05 1<z<?2 .
06, 2<zr<3
0.9, 3<z<4
1, z >4

\

Teorema 1.3.18 Fie X : Q — R o variabila aleatoare si Fx : R — [0, 1] functia de distributie
a variabilet aleatoare X .

Pentru orice numere reale x1 st xo cu x1 < To au loc urmatoarele:

Plry < X <x9) = Fx(x2) — Fx(11),

P(zy < X <ux9) = Fx(x2) — Fx(x1) — P(X = 1),

Plxy < X <) =Fx(x2) — Fx(x1) — P(X =23) + P(X =),
P(r; < X <x3) = Fx(z2) — Fx(z1) + P(X = )

Teorema 1.3.19 (caracterizarea functiei de distributie) Dacd F' = Fx : R — [0, 1] este

functia de distributie a variabiler aleatoare X atunci F' are urmatoarele proprietati:

i) F este nedescrescatoare, adica F(x1) < F(x3), oricare ar fi x1 < x9
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ii) lim F(z) =1 ¢ lim F(z)=0

T—00 T—r—00

iii) F(x +0) =limy, F(y) = F(z), adica F este continud la dreapta in orice punct x € R.

Reciproc, daca o functie F' : R — [0, 1] verifica cele trei proprietati de mai sus, atunci F'
este functia de distributie a unei variabile aleatoare, adicd existda o variabila X (pe un anumit

spatiu de probabilitate) avand functia de distributie F' = Fx ).

1.3.3 Caracteristici numerice ale variabilelor aleatoare discrete

Reamintim ca o variabila aleatoare reala X definita pe un spatiu de probabilitatea (€2, F, P) se
numeste discreta daca multimea valorilor ei X (€2) este o multime finita sau infinit numarabila.
In ambele cazuri, aceste valori formeaz3 un sir 1, 7o, . . . (finit sau infinit) gi exista Ay, As, ... €

F disjuncte doua cate doua cu U,>1A4,, = ) astfel incat

X(w) =) zla, (W), we (1.17)
n>1
Notéand cu p, = P (A,), n > 1, putem reprezenta variabila aleatoare X data de (|1.17]) sub

forma

X X Ce
x="1" . (1.18)

b1 P2

Definitia 1.3.20 Definim media variabiler aleatoare X discrete data de (sau (1.1§)),
notatda cu FE (X), prin

E(X)=> a,P(A)) =) Zupn, (1.19)

n>1 n>1

dacd aceasta serie este absolut convergentd, adicd ), -, |vpn| < 00.

Observatia 1.3.21 Conditia de absolut convergenta a seriei de mai sus este necesarda pentru
corectitudinea definitier mediei, deoarece, asa dupa cum a observat B. Riemann intr-una din
lucrarile sale (Ueber die Darstellbarkeit einer Function durch eine trigonometrische Reihe, pu-
blicata in 1854), daca o serie este convergentd dar nu si absolut convergenta, atunci pentru orice
numar real, exista o permutare a termenilor seriei, astfel incat noua serie este convergenta la
numarul real ales.

De asemenea, se stie ca daca o serie este absolut convergenta, atunci suma seriei este aceeast
pentru orice permutare a indicilor termenilor seriei (a se vedea spre exemplu [14], Toerema

1.0.1, sau [7], p. 68).
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Observatia 1.3.22 (corectitudinea definitiei mediei) Pentru ca definitia de mai sus a
mediei variabilei aleatoare X sa fie corecta, trebuie sa verificam ca daca variabila aleatoare

X se poate reprezenta in douda moduri

X (w) = ZmnlAn (w) = Z Ymlp,, (W), w e Q, (1.20)

n>1 m>1

unde T, ym € R, myn > 1, Ay, As,... € F si By, By, ... € F sunt disjuncte doud cate doud, $i
Un>14n = Up>1 B, = 8, atunci

> 2P (A) = ynP (Bn).

n>1 m>1

Consideram Cy,,, = A, N\ By, € F, m,n > 1, si observam ca evenimentele {Cp}, <, sunt

disjuncte doua cate doua, si au loc relatiile:

Un>1Cmn = Um>1 (Ao N Bp) = A, N (Up>1Bn) = A, N = A, (1.21)

Un>1Cmn = Un>1 (An N Bp) = By N (Up>14,) = B, NQ = By, (1.22)

oricare ar fi m,n > 1. De asemenea, daca C,, # O, considerand in egalitatea w €

Con = A, N B, rezultd cad x,, = y,,, st deci avem
an (Cmn) = ymP (Cmn) )
oricare ar fi m,n > 1. Sumand dupa m,n > 1 aceste relatii, obfinem

> 2P (Conn) = Y YmP (Crun) - (1.23)

m,n>1 m,n>1

Folosind relatia st faptul ca evenimentele {Cmn}m,n21 sunt disjuncte doua cate doua,

putem rescrie echivalent suma din membrul drept astfel

ST wP (Con) = Y. 2P (Coun)

m,n>1 n>1 m>1

= > 22> P(Cp)

n>1 m>1

= anp(um21cmn)

n>1

= Y 2P (A,

n>1
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st tn mod similar

Z Ym P (Cmn) = Z Ym P (Bm)

m,n>1 m2>1

Folosind cele doua relatii de mar sus si egalitatea , obtinem

> wP (A) =) 4P (Bu),

n>1 m>1

ceea ce demonstreazda corectitudinea definifiei mediei (valoarea mediei nu depinde de alegerea

reprezentarii a variabilei aleatoare).

Propozitia 1.3.23 Fie X si Y doud variabile aleatoare discrete cu medii finite. Au loc

urmatoarele:

i) Daca X (w) = c € R (constanta) oricare ar fi w € §2, atunci:

E(X)=c.

ii) (liniaritatea mediei) Pentru orice numere reale a,b € R, variabila aleatoare aX +bY are
medie $t

E(@X +bY)=aFE (X)+bE(Y).

iii) Daca in plus variabilele aleatoare X siY sunt independente, atunci variabila aleatoare XY

are medie $i

E(XY)=E(X)E(Y).
iv) (monotonia mediei) Dacd X (w) > Y (w) oricare ar fi w € 2, atunci

E(X)>E(Y).

v) (inegalitatea Jensen) Dacd f : R — R este o functie convexa pentru care variabila alea-

toare f (X) are medie, atunci are loc inegalitatea
FE(X) < E(f(X)).

Definitia 1.3.24 (caracteristici numerice ale variabilelor aleatoare discrete) Pentru o

variabild aleatoare discreta X avind reprezentarea X = ) ., wila, (unde {Ai};5, C F for-
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meazd o partitie disjuncta a lui ), sau echivalent (notand p; = P (4;), 1> 1)
1 T2
p1 D2

definim urmdatoarele:

i) momentul de ordin n € N*, notat prin M, (X), definit prin

M, (X)=E(X") =) _a}P(A) =) a}p, (1.24)

i>1 i>1

ii) momentul centrat de ordin n € N*, notat prin p, (X), definit prin

(X)) = E(X = E(X))") =Y (@ = E(X))"P(A) =) (w; = E(X))"pi, (1.25)

atunci cand mediile respective sunt bine definite.

Observatia 1.3.25 FEste usor de observat ca momentul de ordin n = 1 coincide cu media,
adica M (X) = E(X), si ca dispersia coincide cu momentul centrat de ordin n = 2, adica

po (X) = 0% (X).
Propozitia 1.3.26 Fie X,Y wvariabile aleatoare discrete. Au loc urmatoarele.

i) Daca X siY au momente de ordin doi (finite), atunci variabila aleatoare X -Y are medie,

st are loc relatia

B(X-Y) < VECD BV (1.26)
ii) Daca X are moment de ordin doi (finite), atunci X are dispersie (finita), si are loc

o*(X) = B(X?) - (E(X))? (1.27)

iii) Dacd variabilele X $i'Y sunt independente si admit dispersii (finite), atunci:

(X +Y)=0*X)+*Y) (1.28)
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iv) Daca X are dispersie (finita), atunci si variabila aleatoare aX +b are dispersie finitd oricare

ar fi constantele a,b € R, si are loc relatia

o? (aX +b) = a*0* (X) (1.29)

In particular, dispersia unet variabile aleatoare constante este nula:

a?(b) = 0, oricare ar fi b € R. (1.30)

v) Daca X are dispersie (finita), atunci oricare ar fi x € R are loc inegalitatea

o*(X) = E (X - M(X))") < E((X —2)°)

1.4 Cateva modele clasice de urne

1.4.1 Distributia Bernoulli cu parametrul p € [0, 1]

Definitia 1.4.1 Spunem ca o variabila aleatoare X are o distributie Bernoulli cu parametrul
p € [0, 1]daca X este o variabila aleatoare discreta ce ia (numai) valorile 0 gi 1, cu probabilitatile
q =1 —p, respectiv p, adica X are reprezentarea

0 1
X = . (1.31)

I—p p

Observatia 1.4.2 Distributia Bernoulli modeleaza rezultatul efectuarii unui experiment ce poate
rezulta (numai) in unul din doud cazuri posibile, pe care convenim sda le numim “succes” (re-
prezentat de valoarea “17), respectiv “insucces” (reprezentat de valoarea 07).

Parametrul p al distributiei Bernoulli reprezinta probabilitatea obtinerii succesului, adica
p=P (X =1), iar g =1 — p reprezinta probabilitatea obtinerii insuccesului, adica ¢ =1—p =

P(X =0).

Propozitia 1.4.3 Media si dispersia unei variabile aleatoare X avand distributia Bernoulli cu

parametrul p € [0,1] sunt
E(X)=p s o (X)=p(l-p). (1.32)
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1.4.2 Distributia binomiala cu parametrii n € N* gi p € [0, 1]

Definitia 1.4.4 Spunem ca o variabila aleatoare X are o distributie binomiald cu parametrii

n € N* gi p € [0,1] daca X este o variabila aleatoare discreta avand reprezentarea

0 1 .. n
X = : (1.33)
Po P1 -+ DPn
unde
p=P(X =k =C"1-p"",  ke{01,...,n}. (1.34)

Observatia 1.4.5 FEste usor de observat p > 0 oricare ar fi k € {0,1,...,n} si cd

Y P(X=k)=> p= ZC“ PR = (p (1= p))* =17 = 1,

ceea ce demonstreaza corectitudinea definitier anterioare, adica relatiile - de mai

sus definesc intr-adevar distributia unei variabile aleatoare.

Observatia 1.4.6 Este usor de observat ca distributia binomiala cu parametrii n =1 si p €
[0, 1] devine distributia Bernoulli cu parametrul p, si deci distributia binomiald poate fi privita

ca o generalizare a a distributier Bernoulls.

Propozitia 1.4.7 Media si dispersia unei variabile aleatoare binomiale X cu parametriin € N*

si p € [0,1] sunt date de relatiile:
E(X)=np s o*(X)=np(l-p)

1.4.3 Distributia hipergeometrica cu parametrii n € N* si a,b € N*

Definitia 1.4.8 Spunem ca o variabila aleatoare X are o distributie hipergeometrica cu pa-
rametrii n € N* si a,b € N* daca X este o variabila aleatoare discretd ce ia (numai) valori

ke {0,1,...,n} satisfacand conditia de compatibilitate
max {0,n — b} <k < min{a,n}, (1.35)
cu probabilitati corespunzatoare

(1.36)



Observatia 1.4.9 FEgaland coeficientul lui z™ din egalitatea
(1+2)" (142)" = (14 2)*"

obtinem

k nm—k __ n
E C1a CYb - “Ya+b»

max{0,n—b}<k<min{a,n}

P n .
de unde prin impartire cu C7',, obtinem

kom—k
> o= Y Sy

n
max{0,n—b}<k<min{a,n} max{0,n—b}<k<min{a,n} a+b

ceea ce demonstreaza corectitudinea definifiei anterioare.

Propozitia 1.4.10 Media st dispersia unei variabile hipergeometrice X cu parametrii n € N*

st a,b € N* sunt date de relatiile:

_a—i—b—n

E(X)=np si o}X)= mnp(l - ), (1.37)

unde p = 5.

1.4.4 Distributia urnei lui Pélya

Notatia 1.4.11 Pentru a simplifica notatia, pentru x,h € R si n € N vom nota prin

|
—

:c<"»h>:x(a:+h)(:c+2h)....-(x+(n—1)h):n (x4 ih) (1.38)

%

Il
=)

factorialul (crescator) generalizat cu incrementul h. Vom folosi conventia ca un produs dupd o
multime vidd de indici este egal cu 1, adicd " =1 oricare ar fi x,h € R.

In cazul particular h = —1 vom nota prin x™ = 2V =g (x —1) (2 —2)-...-(x —n + 1)
factorialul descrescitor, iar pentru h = 1 vom nota prin z!™ = 2™ = g (x+1)(x+2)-...-

(x +n — 1) factorialul crescator (simbolul Pochhammer x,,).

Definitia 1.4.12 Spunem cd o variabild aleatoare X**¢ are o distributie Pdlya cu parametrii

n €N a,be R, siceR care verifica ipoteza

a+(n—1)c>0 §i b+ (n—1)c>0, (1.39)
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dacd X% este o variabild aleatoare discretd avand reprezentarea

b 0 1 ... n
X0 = (1.40)
a,b,c a,b,c a,b,c
Por DPirg - Pnk
cu probabilitate corespunzatoare
(k,c)b(n—k,c)
P(Xphe = k) =piht =Ch——— ke{0,1,....n}. (1.41)
) (CL + b) n,c
Observatia 1.4.13 Folosind formula binomiala generalizata
(a+b)") =" Chakelpn—he) (1.42)
k=0
prin impartire cu (a + b)("’c) obtinem Y, _, pzz’;c = 1, relatie ce demonstreaza corectitudinea

definitiei (relatiile - definesc intr-adevar distributia unei variabile aleatoare).

Observatia 1.4.14 In cazul ¢ = 0 obtinem

pa,b,O o a(k:0) p(n—F.0) o akpn—k o a k b n—k
n,k n (CL 4 b)(mo) n (CL + b)n n a+ b a+ b )

st comparand cu probabilitatile corespunzatoare ale distributier binomiale, rezulta ca
distributia lui Polya X**° coincide cu distributia binomiald cu parametrii n i p = 3 (extra-
gere cu inlocuire).

Similar, in cazul c = —1 obtinem

(k,—1) p(n—k,~1)

(a+b)™Y

_ prala=D). e (k=1) bb—1)...(b—(n k1)
n @+tb)(@tb—1)...(a+b—(n—1)
a! b!
(a—k)! (b—(n—kK))!
(a+b)!
(a+b—n)!
al b!
kl(a—k)! ~ (n—k)!(b—(n—Fk))!
(a+b)!
nl(a+b—n)!

chopt
Cry

a+b

ab,—1 Ay
pn,k - Cn

= C*

st comparand cu probabilitatile corespunzatoare ale distributiei hipergeometrice, rezulta

ca distributia lui Polya X~ coincide cu distributia hipergeometricd cu parametrii n si a,b
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(extragere fara inlocuire).

Propozitia 1.4.15 Media si dispersia unei variabile aleatoare X%*¢ avind o distributie Pélya

cu parametrii n € N*, a,b € Ry si ¢ € R care verifica ipoteza , sunt date de

na , nab (n—1)c
E(X3h€) = 2 (xphe) = 1+ —— . 1.4
(X5™) a+b s o () (a+b)2( +a+b+c> 49
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Capitolul 2

Operatorul Bernstein

2.1 Operatorul Bernstein

Polinomul Bernstein de grad n corespunzator unei functii f : [0, 1] — R este definit prin
B, (f: ) :if k Chab (1 —2)"*F (2.1)
n ? kZO n n Y *

iar operatorul corespunzator B, se numeste operatorul Bernstein.

2.2 Cateva proprietati ale operatorului Bernstein

Teorema 2.2.1 ([4]) Pentru orice functie continua f : [0,1] — R,

lim B, (f;z) = f(2),

n—o0
uniform in raport cu x € [0, 1].

Teorema 2.2.2 (Teorema Bohman-Korovkin) Fie (L,),, L, : V — F ([a,b]) unde V este
un subspatiu liniar al spatiului F ([a,b]) al functiilor reale definite pe intervalul [a,b]. Presupu-
nem ca @y, 01,99 € VNC (la,b]) formeaza un sistem Cebasev pe intervalul |a,b], adica functia
© = oy + a1 + agpy are cel mult doua radacini in intervalul [a,b], oricare ar fi constantele
g, a1, a9 € R,

Daca

lim L, (¢;) = ¢;, uniform pe |a,b] pentrui=0,1,2, (2.2)
n—oo
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atunct

lim L, (f) = f, uniform pe |a,b|, (2.3)

n—o0

pentru orice f € VN C ([a,b)).

Observatia 2.2.3 Varianta initiala a teoremei anterioare a fost demonstrata in 1952 de catre

Harald Bohman ([6]) in cazul particular al functiilor test o, () = 1, @, (x) = x, i @y (1) = 22,

ea fiind apoi extinsa in 1953 de catre Pavel Korovkin ([26]).

Teorema 2.2.4 Pentru orice n > 1, operatorul Bernstein B, : F ([0,1]) — C([0,1]) definit

de este un operator liniar pozitiv, care transforma functiile test eg (x) =1, e (x) = x, si

2

es () = x* respectiv in

B, (eg;x) = 1,
B, (e;;z) = =,
1—
B, (eg;z) = 2°+ z( x),
n

oricare ar fi x € [0, 1].

In particular, dacd functia f : [0,1] = R este continua pe [0,1], atunci B, (f;x) converge
uniform la f (x) pentru x € [0,1] atunci cand n — oo.

Mai mult, daca f:[0,1] — R este o functie convezad, atunci By, (f;x) > f (z) oricare ar fi

z € [0,1].

Reamintim c& modulul de continuitate w = w/ al unei functii f : [0,1] — R este definit prin

w(8) = w! (6) = max{|f (x) - f(y)| : 2.y € [0,1], |v —y| <3} (2.4)

Teorema 2.2.5 Daca f :[0,1] — R este o functie continua pe [0, 1], atunci oricare ar fin > 1

avem

[Ba (fiz) = f(2)] < (1+a(1-2)w(n ), z€0,1], (2.5)

unde w = w' reprezintd modulul de continuitate al functiei f.

In particular, avem

Bu(fia)— f@) < 2w (n ), zefo]. (2.6)
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Teorema 2.2.6 ([50]) Valoarea optimala a constantei C' pentru care inegalitatea lui Popoviciu
By (f;2) = f(2)] < Cw (n'?),  wel01], (2.7)

este verificata pentru orice functiei continuda f :[0,1] — R si orice n > 1 este

4306 + 8376

Copt = 5932

~ 1.0898873..., (2.8)

atinsa in cazul n = 6 pentru o anumita alegere a functiei continue f.

Teorema 2.2.7 Daca f:[0,1] = R este o functie continuu diferentiabila pe [0,1], atunci
Ba(fi2) = f @] <02y (072) (e (1= 0)+Va (=), w01, (29)
oricare ar fin > 1, unde

w1 (0) = wi (6) = max {|f' (x) = f' ()| : 2,y € [0, 1], |z —y| < 6}

reprezinta modulul de continuitate al derivatei f’.

In particular, avem
3
B, (f;2) = f(2)] < Zn‘l/%l (n '), xel0,1]. (2.10)

Observatia 2.2.8 Tiberiu Popoviciu a obtinut pentru prima data o estimare a erorii punctu-
ale de aproximare a operatorului Bernstein in termeni de modulul de continuitate al derivatei
functiei considerate ([43]), sub forma inegalitatii

n n

|Bn (fi2) = f(@)| £ C Mw{( x(l_—:v)) z€[0,1], (2.11)

pentru orice functie continuu diferentiabild f € C* ([0, 1]), unde C' este o constantd universald
ce nu depinde de alegerea functiei f.
z(l—x)

Considerand 0 = \/ = in demonstrafia teoremei anterioare $i repetand rajionamentul,

avem

B (fi) = F) < ) (502 (X) 4o (X))
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obtinand astfel o demonstratie a rezultatului lui Popoviciu cu o valoare explicita a constantei
C=2.
Se stie ca valoarea constantei C' pentru care inegalitatea lui Popoviciu are loc pentru

orice functie continuu diferentiabild f € C*([0,1]) este C < 2 s (a se vedea spre evemplu [{1],
pag. 95).

Teorema 2.2.9 (Teorema lui Voronovskaja, [62]) Daca f :[0,1] — R admite derivata de
ordin doi continud pe [0,1], atunci oricare ar fin > 1 avem

lim 1 (B, (fi2) - f (2)) = “UL=2)

n—oo 2

' (x),  wel01]. (2.12)

Teorema 2.2.10 Operatorul Bernstein B, definit de este un operator care pastreaza
monotonia, mai precis, daca f : [0,1] — R este o functie monoton crescatoare (descrescatoare),

atunci B,(f;+) : [0,1] — R este de asemenea o functie monoton crescatoare (descrescatoare).

2.3 Generalizari ale operatorului Bernstein

Prima generalizare importanta a operatorului Bernstein este datorata academicianului roman
Dimitrie D. Stancu, care in 1968 a observat ca distributia binomiala folosita de catre Berstein
pentru a defini operatorul Bernstein B, este un caz particular al distributiei Pélya. Aceasta

observatie l-a condus la introducerea in lucrarea [51] ([52]) a operatorului

z,1—z,0 n N - (n—k,a)
pla) (f,l’) = F (f (%)) _ ZCSQ;U? )(11(717;’;) ¥ (%) ’ (2‘13)

k=0

unde X177 este o variabila aleatoare avand distributia Pélya cu parametrii n gi x,1 —z si
(a se vedea Sectiunea |1.4.4]). Acest operator este in prezent cunoscut ca operatorul Bernstein-
Stancu a fost intens studiat in literatura de specialitate. Este usor de observat ca pentru a = 0

(0)

avem P, = B,, si deci operatorul Bernstein-Stancu reprezinta o generalizare a operatorului

clasic de aproximare B,, a lui Bernstein.
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Observatia 2.3.1 Facem observatia importanta ca Stancu a considerat doar cazul o« > 0,
cu exceptia afirmatiei cd in cazul « = —1/n operatorul de mai sus coincide cu operatorul
de aproximare Lagrange al functiei f pe nodurile {é}k:(],..‘,n’ care nu poate fi folosit pentru
aproximarea uniforma a functiilor, si incheie cu observatia ca in continuare vom presupune ca
parametrul o este ne-negativ (“We will henceforth assume that the parameter is non-negative”).
In lucrdri ulterioare, D. D. Stancu foloseste ipoteza o > 0, ipoteza folosita asa dupd cum
am constatat cercetand literatura de specialitate de toti cercetatorii de specialitate din aacest

domeniu.

In lucrarea [32], A. Lupas si L. Lupag introduc operatorul de aproximare L,, definit prin

XT.1L’71—$,1/7L n kl'(k’l/n) (1 . x)(n—k,l/n) k:
Lu(fir) =B (f (T» ot (Y, ew

k=0

un caz particular al operatorului Bernstein-Stancu (L,, = P{Y/™) operator cunoscut in literatura
de specialitate sub numele de operatorul Lupas.
Reamintim ca pentru k& € N, numarul g-intreg notat prin [k] , este definit prin 0] , =0, s

pentru k > 0 prin

q"—1 1
=4 T .15
4=
g-factorialul [k] ! este definit prin
1 12 ... k|, k>0
) = 1, 12, (K], | (2.16)
1, k=0

(2.17)

Folosind notiunea de ¢-intreg, in 1987 Alexandru Lupag a introdus ([30]) operatorul L, ,

definit prin

L n @ N gFk-1/2 (] gyt
Lng (f;2) = 2 f <[n]q> [C], T -crar) (1—2) (2.18)

operator numit operatorul q-Bernstein al lui Lupas. Este usor de observat ca in cazul ¢ = 1

operatorul astfel definit coincide cu operatorul clasic al lui Bernstein (L,1 = B,), si deci
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operatorul L, , reprezinta o generalizare a acestuia .
O alta extensie a operatorului Bernstein folosind notiunea de g¢-intreg este datorata lui

George M. Phillips ([43]), care a considerat operatorul B,, , definit prin

] g
k] ok k
By, (f;2) = Zf(n )[C’n}qx HO (1—¢"z), (2.19)
j=
numit operatorul q-Bernstein al lui Phillips.
O alta generalizare a operatorului Bernstein a fost data de catre Mursaleen si co-autorii sai
([36]), folosind notiunea de (p, g)-intreg, definita astfel: pentru k € N, (p, ¢)-intregul [k, = este
definit prin

k], = , n=012,..., 0<qg<p<l, (2.20)
’ p—4q

(p, q)-factorialul [k], ! este definit prin

)

[k],! = a e , (2.21)

iar pentru 0 < k < n coeficientul (p, ¢)-binomial [Cﬂpq este definit prin

)

n| |
(G, = [k]p,q![V]ff Klpg! (2.22)

p.q

Cu aceasta pregatire, operatorul S5, ,, introdus de Mursaleen si co-autorii sai in lucrarea

[36] este definit prin

Snpa (f32) = ZZf(i ) ’“H @) (1-2)"", ze01], (2.23)

k=0 k=0

numit operatorul (p,q)-Bernstein al lui Mursaleen.
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Capitolul 3

Un nou operator de aproximare de tip

Bernstein

3.1 Un nou operator de aproximare de tip Bernstein

Pentru a,b € R cu a < b vom nota prin F ([a, b]) multimea functiilor cu valori reale definite pe
intervalul [a, 0], si prin C ([a, b]) multimea functiilor continue cu valori reale definite pe intervalul
[a, b].

Consideram operatorul P%*¢ : F ([0,1]) — F ([0, 1]), definit prin

P (fix) = Ef (%ngb":) = Zn:p:ij’;’c (S) o feF(01]), welod], (31
k=0

Xab¢ este o variabila aleatoare Pdlya cu parametrii n si a,b, ¢ (a se vedea Sectiunea [1.4.4),
iar parametrii a,b, ¢ depind in mod continuu de n si x, si verifica a,b > 0 si conditia de

compatibilitate (1.39)) a distributiei Pélya:
a+(n—1)c>0 si b+ (n—1)c>0. (3.2)

In cazul particular a = x, b = 1 — z §i ¢ = a > 0 operatorul P»*¢ definit mai sus devine

operatorul Bernstein-Stancu ([2.13)) definit de D. D. Stancu in [51]:

n

- n QZ(k’a) 1— 2 (n—k,a) k
P (fix) = PR (fria) =) O ( ma)) f (—) , (3.3)
k=0

operator ce generalizeaza operatorul clasic B, al lui Bernstein (cazul oo = 0).

Considerand a = x, b = 1 — z, si ¢ = 1/n obtinem operatorul lui Lupas (3.4]) introdus in
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[32]:

n

T (k,1/n) 1 T (n—Fk,1/n) k

Observatia 3.1.1 Asa cum am indicat mai sus, pentru ¢ > 0 operatorul P>1=%¢ coincide cu
operatorul Bernstein-Stancu, insa in lucrarea de fata suntem interesati de cazul ¢ < 0, care
nu pare sa fi fost considerat in literatura de specialitate. Asa dupa cum arata rezultatele din
Sectiunea cazul ¢ < 0 este cel care imbunatateste rezultatele de aproximare pentru ope-
ratorii de tip Bernstein. Pentru a justifica aceasta afirmatie, sa observam ca, conform Lemei
eroarea de aproximare pentru operatori Polya-Bernstein de forma este marginita de
dispersia variabilei aleatoare X*¢, care, conform PropOZi;fiei este o functie crescatoare

c. Cu toate ca acesta argument este doar unul intuitiv, rezultatele obtinute in Teorema (s

min{z,1—z}
n—1

siei o2(XZ172¢) in domeniul valorilor admisibile ale lui ¢ date de , produce un operator

Observatial3.3.4) aratd ca alegerea ¢ = ¢ (n,x) = — care mimimizeaza valoarea disper-

ce da erori de aproximare mai bune decat operatorul clasic Bernstein. Mai mult, rezultatele
numerice prezentate in Sectiunea sugereaza de asemenea ca pentru aceasta alegere parti-
culara, operatorul corespunzator da o aprorimare mai buna decat operatorit de tip Bernstein
considerati mai sus (sau de catre ali operatori de tip Bernstein, prezentati in Sectiunea .

Cazul ¢ < 0 a fost neglijat in literatura, si exista motive intemeiate pentru aceasta. Ipoteza
de compatibilitate pentru distributia Polya ce trebuie tmpusa in cazul ¢ < 0 este , ar
aceasta, pentru valori a §i b fizate gi pentru n — oo (ipotezd justificatda de interesul pentru
comportamentul asimptotic al distributiei Pélya sau al operatorului P®*¢ corespunzitor - a se
vedea spre exmplu [20]), implica ¢ > 0, cazul considerat de catre D. D. Stancu ([51)]). Mai precis,
in lucrarea [51)] Stancu indica faptul ca pentru alegerea oo = —% n se obtine operatorul de
interpolare Lagrange, care nu poate fi folosit pentru aprozimarea uniforma a functiilor continue
definite pe [0,1], si incheie cu afirmatia “We will henceforth assume that the parameter « is
non-negative”.

Un alt motiv pentru care alegerea a = x gi b = 1 — x, pentru o valoare arbitrara x € [0, 1]

(alegere considerata de catre Stancu, Lupas, si alti cercetatori), este cd ipotezaa conduce

din nou la conditia ¢ > 0.

Motivat de observatia anterioara, consideram alegerea particulara a = z, b = 1 — x si
c = —min{z,1 -2} /(n—1) a operatorului P**¢ definit mai sus (si observidm ci pentru

aceasta alegere ipoteza de compatibilitate ((1.39) a distributiei Pélya este verificata pentru
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orice n > 1 gi « € [0, 1]), si notam prin R,, : F ([0,1]) — C (][0, 1]) operatorul definit prin

1 )
R ) 5)
n —min{z,1—z}/(n— n—k,—min{z,1—z}/(n—
_ Z C’kx(k’ {z,1-2}/(n-1)) (1— ,CE)( {z,1-z}/( 1))f E
prd n 1(n,—min{z,1-2}/(n—-1)) n/l’

3.2 Proprietati de aproximare ale operatorului R,

Teorema 3.2.1 ([39]) Pentru orice n > 1, R, : F ([0,1]) = C([0,1]) definit de relatia
este un operator liniar pozitiv, care transforma functiile test eg (x) =1, ey (x) = x, si ez (x) =

x? respectiv in

R, (eg;z) = 1,
R, (e1;2) = ux,

x(l—2)(n—1—nmin{z,1 —x})
k * n(n—1—min{z,1—z})

n(eziz) = %+

In particular, dacd f [0,1] = R este o functie continud pe intervalul [0, 1], atunci R,, (f;x)
converge uniform la f (z) pentru x € [0,1] atunci cind n — oc.
Mai mult, daca f :[0,1] — R este o functie conveza, atunci R, (f;x) > f(x) oricare ar fi

z € [0,1].

3.3 Estimari ale erorii de aproximare ale operatorului R,

Asa cum am aratat in Sectiunea in cazul unei functii continue f : [0,1] — R, eroarea de

aproximare a operatorului Bernstein B, verifica urmatoarea inegalitate
|Bn(f;x)—f(:1:)|SCw(n_l/Q), xel0,1], n=1,2..., (3.6)

unde w (0) = w/ (0) = max{|f (z) — f(y)|: z,y € [0,1], |z — y| < &} reprezintd modulul de
continuitate al functiei f, inegalitate demonstrata initial de Popoviciu pentru C' = % ([49), si
imbundtétita ulterior de Lorentz la C' = 2 ([28], pag. 20), care a demonstrat de asemenca ci
valoarea optimalad a constantei C' nu poate fi mei mica decat 1 ([28], pag. 20 — 21). Valoarea

optimala a constantei C' pentru care inegalitatea (3.6)) are loc pentru orice functie continua
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fiind obtinuta de catre Sikkema ([50]), care a obtinut valoarea

4306 + 837/6
= Y . .
Clopt 0% 0898873 (3.7)

Observatia 3.3.1 In sectiunea urmatoare vom demonstra ca de valoarea optimala a constanter
in inegalitatea de tip Popoviciu pentru operatorul R, este de fapt strict mai mica decat valoarea

optimala a constanter lui Stkkema.

Lema 3.3.2 ([39]) Fie X o variabild aleatoare discreta ce ia valori in intervalul [a,b] C R, cu
medie E(X) = x si dispersie 02 (X), si fie f : [a,b] — R o functie pentru variabila aleatoare

f(X) are medie finita. Au loc urmdatoarele:

a) Daca f este continud pe [a,b], atunci oricare ar fi 6 > 0 avem

1

B0~ f@] <) (14 5020 ) 39)

unde w (0) = w’ (8) reprezintd modulul de continuitate al functiei f.
b) Daca f este continuu diferentiabild pe [a,b], avem

B7C0 - @] £ 6) (50 00 40 (0)). (39)

unde wy (8) = w! () reprezintd modulul de continuitate al derivatei f’.

¢) Daca f admite derivata de ordin doi continud pe [a,b], avem
Ef (X) = f (1) + 37" ()0 (X) + R(X), (3.10)
si exista M > 0 astfel incadt oricare ar fie > 0 exista 6 = § () > 0 astfel incat
IR(X)| <eo®(X)+ (b—a)> MP (| X —z| > 9), (3.11)

unde M >0 §i § =6 () > 0 depind de f, dar nu de X sau x.

Teorema 3.3.3 ([39]) Daca functia f :[0,1] — R este continua pe [0, 1], atunci oricare ar fi

n > 1 are loc inegalitatea

IR, (f;2)— f(2)] <w (n_l/Q) (I+z(1—2)(1—min{z,1—2})), = €][0,1], (3.12)
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unde w (8) = w’ (§) reprezintd modulul de continuitate al functiei f.

In particular, are loc inegalitatea
R (f;2) = f (@) < Szw (n72), weo,1]. (3.13)

Observatia 3.3.4 Observam ca estimarea a erorii de aprorimare a operatorului R

imbunatateste inegalitatea corespunzatoare pentru operatorul clasic Bernstein
1B, (f;2) — f(2)] <w (n_l/Q) (1+z(1—-2)), x€][0,1], (3.14)

(inegalitatea din Teorema cu factorul min{z,1 — 2} < < 1.

Constanta C' = g—% = 1.14815 din inegalitatea din enuntul teoremei este mai mica
decat constanta obtinutd de Popoviciu (3/2), respectiv de catre Lorentz (5/4), in cazul operato-
rului Bernstein (a se vedea Teorema , dar este putin mai mare decat constanta optimala
Copt = 1.0898873... obtinuta de catre Sikkema (Teorema . Cu toate acestea constanta %
ce apare in inegalitatea nu este optimala, si am ales sa prezentam rezultatul in aceasta
forma datorita simplitatii demonstratier. In sectiunea urmatoare vom demonstra insa ca valoa-
rea optimala a constantei pentru care inegalitatea de tip Popouviciu are loc pentru operatorul R,
pentru orice alegere a functiei continue este de fapt mai mica decat constanta optimala a lui

Sikkema pentru operatorul Bernstein (a se vedea Teorema . Aceasta arata ca operatorul

R, (f;x) imbunateste estimarea data de catre operatorul clasic Bernstein.

Teorema 3.3.5 ([39]) Daca f:[0,1] — R este continuu diferentiabila pe intervalul [0, 1], are

loc inegalitatea

wy (n‘l/Q)

B (fi) = £ (@)] € == (w1 = 2)(1 = min {1 = 2}) + V/a(1 = 2)(1 —min{z,1 - 2}))
(3.15)

pentru orice n > 1 gi x € [0,1], unde wy () reprezinta modulul de continuitate al derivatei f'.

In particular, are loc inegalitatea

4+6v3 _ _
IR, (f;z) — f(x)| < — " Y2y (n7%), xe0,1]. (3.16)
Observatia 3.3.6 Comparand aproximarea pentru operatorul R, din teorema anterioara cu
cea corespunzatoare pentru operatorul Bernstein ( Teoremam, observam ca inegalitate

imbunatateste inegalitatea cu un factor egal cu min{z,1 —z} < 5 < 1, iar constanta

1
2

# ~ 0.533 din inegalitatea (3.16) tmbunatateste valoarea % = 0.75 a constantei cores-

42



punzatoare din inegalitatea . Ambele rezultate indica faptul ca operatorul R, produce o
mai bunda eroare de aproximare decat operatorul clasic Bernstein si in clasa functiilor continuu

diferentiabile definite pe intervalul [0, 1].

Teorema 3.3.7 ([39]) Daca functia f :[0,1] — R admite derivata de ordin doi continud pe
0,1], atunci oricare ar fin > 1 avem

lim n(Rn(f;x)—f(x)):%f”(x)a:(l—x)(l—min{a:,l—a:}), ref0,1. (3.17)

n—o0

Observatia 3.3.8 Comparand teorema anterioara cu rezultatul corespunzator pentru operato-
rul Bernstein (Teorema , observam ca eroarea de aprorimare in cazul operatorulur R,

imbundtateste eroarea de aproximare a operatorului Bernstein cu factorul 1 — min{x,1 — x}.

3.4 O imbunatatire a erorii de aproximare a operatorului
R,

Lema 3.4.1 ([40]) Pentru orice x € [0,1] si orice numere naturale n > 1 gir < nx —+/n, are
loc inegalitatea
$(T+17C) (1 . x)(n—r,c)

T <21 —a2)"" (3.18)

pentru orice ¢ € [—min{z,1 —z}/(n—1),0].

Mai mult, cu exceplia cazului ¢ = 0 inegalitatea anterioara este o inegalitate stricta.

Teorema 3.4.2 ([40]) There exists a constant C < 1.08970 < Cypy = 1.0898873... such that

for any continuous function f:[0,1] = R and any n > 1 we have
R, (f;2) — f(2)| < Cw (n_l/Q) ; xz € [0,1], (3.19)

where w (§) = w’ (8) denotes the modulus of continuity of f.

Observatia 3.4.3 Prima observatie este legata de valoarea optimala a constantei C' pentru
care inegalitatea din teorema anterioarda este verificata pentru orice functie continud pe
intervalul [0,1]. Cu toate ca nu avem o demonstrafie in acest sens, rezultatele numerice pe care
le-am studiat sugereaza ca valoarea optimald a constantei este mult mai mica decat valoarea

1.08970 sugerata de teorema anterioara.
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Observatia 3.4.4 A doua observatie este ca probabil rezultatul din Lema care sta la

baza demonstratieir teoremei anterioare, poate fi imbunatatit prin a arata ca membrul stang al

min{z,1—z}
n—1

inegalitatii (3.18) este de fapt o functie crescatoare de ¢ > — . Daca aceasta conjectura

este corecta, un argument similar cu cel din demonstratia teoremei anterioare ar ardata ca

exTPresia
Ef (X0 7¢) = f (@)

w (n=1/2)

este o functie crescatoare de ¢ > —min{z,1 —z} /(n — 1), gi deci dintre toti operatorii de tip

Polya-Bernstein de forma

P:,lfx,c<f; I) — Ef (%Xﬁ’liw’c) , T E [O, 1],

__ min{z,1-2}

—5—, cel care produce cea mai bund

cu ¢ satisfacand conditia de compatibilitate ¢ >

aprozimare in clasa functiilor continue pe [0,1] este operatorul R,, definit prin , operator

min{z,1—z}

ce corespunde alegerii minimale a parametrulur ¢ = — 1)

3.5 O proprietate de monotonie a operatorului R,

Lema 3.5.1 ([58]) Pentru intregin > 2, k € {1,...,n — 1}, si numere reale pozitive a, . . . , Gy,
biy ... bk cumaxi<ic, @; < Mminj<jc, g by §1> 0 4 = Z;‘;f bj, are loc inegalitatea
n n—k
> a <) v (3.20)
i=1 j=1

Observatia 3.5.2 Din inegalitatea de mai sus, se poate obfine o inegalitate Cauchy-
Bunyakovsky-Schwarz inversd (a se vedea spre exmplu [12]), utila in special in cazul valorilor
aproape eqgale, dupa cum urmeaza.

In notatia lemei anterioard, considerand b; = %Z?:l a;, 1 € {1,...,n — k}, obtinem

n 2
Z:‘Lzl a; - < 1 7
(Zi:l a;) n—k

(3.21)

care este utila in special pentru valori mici ale lui k > 1. Spre exemplu, putem considera in
inegalitatea anterioara k = 1, daca a, < ﬁ Yo a;, conditie ce are loc in particular dacd
pE {1,..., [ A/(A—a)}} dintre numerele ay, ..., a, sunt egale cu a >0, stq=n—p > 1
dintre acestea sunt egale cu A > a.

Inegalitatea Polya-Szegi (a se vedea spre exmplu [12, Theorem 5.5]) este urmdtoarea inega-
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litate Cauchy-Bunyakovsky-Schwarz inversa:

Z(?inz :1253 %(E @) (3.22)

[ 1a’5

unde 0 <a<a;<A<o0si0<b<b<B<oo,ic€{l,...,n}.

Considerand by = ... =b, =1 (si deci b= B = 1), inegalitatea anterioard devine

Znd 1 (LY o

pentru orice sir0 < a<a; <as <...<a, <A.
Daca A > a(l 4+ 2/(y/n — 1)), membrul drept al inegalitatii este mai mare decat
ﬁ, s1 deci inegalitatea (cu k = 1) imbundatateste inegalitatea Pdlya-Szegd (in ipotezele

considerate mai sus).

Lema 3.5.3 ([58]) Daca f € C®([0,1]) wverifica f, f', f", f" > 0 pe intervalul [0,1], atunc:

pentru orice intreg N > 1 are loc inegalitatea

OS () N/f dt_ )+f() f/(1)4;\ff/(0)' (3.24)

Lema 3.5.4 ([58]) Pentru orice intregin > 2 si k € {0,...,n — 1}, existd z,p € [2=3, 5]

astfel incat functia

n—1 n—k—1 n—1
_ 2
T I Dl el L P

=0 n— 1

este pozitiva pe intervalul (0,x, %) $i negativa pe intervalul (:Emk, ﬁ)

Teorema 3.5.5 ([58]) Pentru intregi n > 2 si k € {0,1,...,n} arbitrar fixati, probabilitatile

Pk () = pzi wominte e}/ =) 10 distributiei Pélya definite prin (1.41) cresc pentru x €

[0, m;k} st descresc pentru x € [x,’;k, 1} , unde

T ks ka S nT_l
Tk =9 5 ifoist <k <ot (3.26)
1- Tnn—k, ka > TLT_H

Tk € [fﬁ, %] fiind dat de Lema m
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Observatia 3.5.6 Cum p,j (z) = ppni (1 — ) pentru x € [0,1], din teorema anterioard

rezulta ca x;, , = 1 — oricare ar fin > 2 si k € {0,...,n}.

n,n—k’

De asemenea sa observam ca deoarece x,, ) € [ —1 } din relatia rezulta ca avem

n—17 n—1
de asemenea Ty, ;. € [k 1 L] oricare ar fin>2 gik € {0,1,...,n}.

n—1’ n—1

Reamintim ca o variabila aleatoare X este mai mica decat o variabila aleatoare Y in sensul
ordinii stochastice, relatie notata prin X <y Y (a se vedea spre exmplu [49]) daca functiile

distributie corespunzatoare Fy si Fy verifica inegalitatea Fx (x) > Fy (x) pentru orice z € R.

Teorema 3.5.7 ([58]) Pentru orice numdar natural n > 2, wvariabila aleatoare
x otz min{el=a}/ (=) and distributia Pélya datd de (-) (-) cu parametrul x € [0, 1]

verifica urmdtoarea ordonare stochastica

X;z;,l—x,— min{z,1-z}/(n—1) <. Xg,l—y,— min{z,1-y}/(n—1) :

pentru orice valori 0 < x <y < 1.

Teorema 3.5.8 ([58]) Operatorul R, definit de relatia este un operator monoton, adicd
oricare ar fi functia f : [0,1] — R monoton crescatoare (descrescatoare) pe intervalul [0, 1],

functia R, (f,-) :[0,1] = R este de asemenea monoton crescatoare (descrescatoare) pe interva-

lul [0, 1].

3.6 Rezultate numerice pentru operatorul R,

In aceasta sectiune prezentam cateva rezultate numerice si grafice privind operatorul R,, intro-

dus in Sectiunea [3.I] definit de

Rn (f’m) — Ef( Xa:l z,— min{z,1—z}/(n— 1)) (327)

k min{z,1-2}/(n—1)) 1 — (n—k,— min{z,1—x}/(n—1)) L
- Z Ci- - (%)
1(n,—m1n{x,1—:c}/(n—1))

n

Pentru rezultate comparative, am considerat urmatorii operatori clasici de aproximare de
tip Bernstein (a se vedea Sec’giunea si Sectiunea [2.3)) a functiilor reale definite pe intervalul
[0, 1]:

- operatorul clasic Berstein B,, definit de

B, (f;z)=Ef (%) = ;f (%) Chak(1—2)" ", zel0,1]; (3.28)
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_ operatorul Lupas L, = P\*/™ definit de

Xﬁ,l—z,l/n n kl‘(k’l/n) (1 . x)(n—k,l/n) k
La(fia) = B (f (T» -yt (%). acbu,

un caz particular al operatorului Bernstein-Stancu P definit de

z,l—z,« n (k,a) . (n—k,a)
@) (fi2) = E (f (X”T» =Y ot ' (11(%3) f <§> . ze[01]; (3.30)

k=0

- operatorul ¢g-Bernstein B,, , al lui Phillips definit de

n k n—k—1
T) = Zf (%) [C’ﬂqu H (1-q"z), z € [0,1]; (3.31)

J=0

- operatorul (p, ¢)-Bernstein S, ,, , introdus de Mursaleen i co-autorii sai, definit de

/{? n—k—1 A
npg (f12) = ZZf(n ) at H —q$ 1—$)n7k, x €10,1]. (3.32)

k=0 k=0

Pentru rezultatele numerice prezentate in aceasta sectiune, am folosit urmatorul program
Mathematica pentru a genera valorile operatorului R,,, si coduri sursa similare pentru ceilalti
operatori.

fact[a-, b_, k]:= If[k = = 0, 1, Product[a + b t, {t, 0, k - 1}1];

PolyaProbla_, b., c_, n_, k-] := Binomiall[n, k] fact[a, c, k] fact[b, ¢, n - k]/fact[a + b, ¢, nl;

R[x_, n] := Sum[PolyaProb[x, 1 - x, -Min[x, 1 - x]/(n - 1), n, k] £[k/nl, {k, 0, n}l;

Observatia 3.6.1 In codul sursi Mathematica de mai sus, ] reprezintda valoarea functiei f
alese pentru aproximare din definitia operatorului R, definit de relatia , functia factla,b,k]

caleuleazd valoarea factorialului crescator a®®) definit de relatia , PolyaProbla,b,c,n,k]

calculeaza probabilitatile pabc ale distributiei Polya definite de (1.41]), iar Rlz,n] calculeaza

valoarea operatorului R, (f;x) conform definitiei .

Aga dupa cum se indica in lucrarea [I6] (a se vedea nota de subsol de la pagina 385),
un dezavantaj al operatorului Bernstein B, in aplicatii practice este convergenta inceata a
aproximarii in cazul anumitor functii. Aga cum se arata in aceasta lucrare, pentru a obtine o
eroare de aproximare mai mica de 10™* in cazul functiei f (z) = z? definite pe intervalul [0, 1],

este nevoie sa se considere valoarea n = 2500. Pentru aceeasi functie si cu aceeasi eroare de
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aproximare, rezultatele numerice arata ca in cazul operatorului R, este suficient sa consideram
valoarea n = 1250. Desi acest numar este mare pentru anumite aplicatii practice, observam ca
In mod echivalent, aceasta arati ci pentru aceeasi valoare a lui n, operatorul R,, reduce eroarea
de aproximare a operatorului Bernstein B,, la jumatate, in timp ce numarul de operatii necesare
evaluarii operatorilor R, i B,, este de acelagi ordin (aga cum am indicat in Sectiunea .

Pentru comparatia grafica a operatorului R, cu operatorii indicati mai sus, am conside-
rat trei alegeri reprezentative ale functiei f : [0,1] — R: o functie neteda, foarte oscilanta
(f(x) = sin (97”51;), a se vedea Figura si Figura , o functie continua, diferentiabila doar
pe anumite subintervale (f(z) = [2|x — 0.5] — 0.5], a se vedea Figura si Figura 3-4), si o
functie discontinua (f(r) = (x 4+ 1)1p/31(%), a se vedea Figura si Figura . Pentru
operatorii B, ; si Sy p4 am folosit valorile p = 0.99 si ¢ = 0.95 apropiate de 1, deoarece, aga
cum se indica in lucrarile corespunzatoare ([42], [36]), ele produc rezultate de aproximare mai
bune.

Analiza grafica a Figurilor - indica clar faptul ca operatorul R, ofera cea mai buna
aproximare a functiei f in toate cele trei cazuri considerate, urmata de operatorul Bernstein
B,,. Ordonarea celorlalti operatori este urmatoarea: pentru valori mici ale lui n operatorul
B, , ofera o mai buna aproximare a functiei f, in timp ce pentru valori mai mari ale lui n,
operatorul Lupas L,, pare sa ofere o mai buna aproximare a functiei f. Cu toate ca operatorul
Sh.pq Ofera o aproximare rezonabila a functiei f pentru valori mici ale lui n, aceasta situatie se

schimba pentru valori mai mari ale lui n.
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Figura 3-1: Aproximarea functiei f(z) = sin (97”:16) pentru n = 10.
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Figura 3-2: Aproximarea functiei f(x) = sin (97”95) pentru n = 50.
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Figura 3-3: Aproximarea functiei f(z) = |2|x — 0.5] — 0.5] pentru n = 10.
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Figura 3-4: Aproximarea functiei f(z) = |2|x — 0.5] — 0.5] pentru n = 50.
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Figura 3-5: Aproximarea functiei f(x) = (z + 1)1/31)(x) pentru n = 10.

L L n . .
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 3-6: Aproximarea functiei f(z) = (x + 1)1j1/3,1)(z) pentru n = 50.
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Rezumat

Operatorul (polinomul de aproximare) Bernstein, introdus in 1912 de catre Serge
Bernstein, pe langd faptul cd a furnizat o demonstratie constructivd a teoremei lui Weierstrass
privind aproximarea uniformd a functiilor, a impulsionat cercetarea stiintificd nu numai in
matematica (Analiza, Teoria aproximarii, Teoria operatorilor), ci si in domeniul informaticii (al
graficii pe calculator spre exemplu, folosind curbele Bézier, definite in termeni de polinoamele
lui Bernstein), si al aplicatiilor practice ale acesteia (spre exemplu la reprezentarea matematica a
formei unei masini).

Tn prezenta lucrare de doctorat introducem un nou operator de aproximare de tip
Bernstein, folosind distributia urnei lui Pélya cu parametru de inlocuire negativ, si aratim ca
acest nou operator are proprietdfi similare operatorului Bernstein (este liniar, pozitiv, uniform
convergent, monoton, etc), si imbunatateste estimarile de aproximare cunoscute ale operatorului
Bernstein (in termeni de modulul de continuitate al functiei, al derivatei, al erorii asimptotice de
aproximare), aceste rezultate teoretice fiind sustinute si de rezultatele numerice comparative
prezentate n lucrare.

Rezultate originale prezentate in Capitolul 3 al lucrarii au fost publicate de autor in
colaborare cu M. N. Pascu si N. R. Pascu in trei lucrari ISI aparute anul acesta ([37], [38], [56]).

Summary

Bernstein (polynomial) operator, introduced by Serge Bernstein in 1912, aside from the
fact that it provided a constructive proof of Weierstrass’s theorem on uniform approximation of
functions, also stimulated the scientific research not only in mathematics (Analysis,
Approximation theory, Operator theory), but also in the computer science (computer graphics,
for example, by making use of the Bézier curves, defined in terms of Bernstein polynomials),
and in the practical applications of it (for example in the mathematical representation of the car
body).

In the present doctoral thesis we introduce a new Bernstein-type approximation operator,
by using Poélya’s urn distribution with negative replacement parameter, and we show that this
new operator has properties similar to those of the Bernstein operator (it is linear, positive,
uniformly convergent, monotone, etc), and it also improves the known approximation estimates
of the Bernstein operator (in terms of the modulus of continuity of the function, of the derivative
of the function, asymptotic error estimate), these theoretical results being also supported by the
numerical results presented in the thesis.

The original results presented in Capitolul 3 of the thesis were published by the author in
collaboration with M. N. Pascu and N. R. Pascu in three ISI articles which appeared this year

([37], [38], [56]).

S7



Universitatea
Transilvania

din Brasou IOSUD UTBV- SDI- Finalizare teze -Anexa 6 — Model rezumat

CURRICULUM VITAE

1. DATE PERSONALE

Numele: TRIPSA
Prenumele: Florenta-Violeta
Data nasterii:
Locul nasterii:
Starea civila:
Adresa:
Email:

2. Studii

2013 — prezent, Doctoranda cu frecventd, Domeniul Matematica, Scoala Doctorala Interdisciplinara a
Universitatii ”Transilvania” din Brasov, Facultatea de Matematica si Informatica

2003 — 2009, Doctoranda cu frecventd, Domeniul Matematica, Facultatea de Matematica si Informatica
din cadrul Universitétii “Transilvania” din Brasov (fara finalizarea tezei de doctorat),

2001 — 2003, Diploma de master, Probabilitati si Statisticd Matematica, Facultatea de Matematica si
Informatica din cadrul Universitatii “Transilvania” din Brasov

1992 — 1997, Diploma de licenta, Matematica-Fizica, Facultatea de Stiinte din cadrul Universitatii
“Transilvania” din Brasov

1987 — 1991, Diploma de bacalaureat, Liceul Industrial ”Progresul” Braila

3. Activitatea profesionala

2013-prezent, Profesor titular, Predare ore matematica, Sef de comisie metodica, Colegiul
National ”Unirea” Brasov, Invatimant preuniversitar
2009-2013, Profesor suplinitor, Predare ore matematica, Colegiul National ”Dr. loan Megota” si
Colegiul National ”Unirea” Brasov, Invitimant preuniversitar
2009-2011, Cadru didactic asociat Universitatea “Transilvania” din Brasov, Predare seminarii de
Analiza Matematica, Facultatea de Matematica si Informatica, Invatamant universitar
2003-2009, Doctorand cu frecventd la Universitatea “Transilvania” din Brasov, Predare
seminarii de Analizi Matematici, Facultatea de Matematici si Informatici, Invitimant
universitar
1998-2003, Profesor suplinitor, Predare ore matematica, Liceul industrial ”Simion Mehedinti”
Codlea, jud. Brasov, Invatamant preuniversitar
1997-1998, Profesor suplinitor, Predare ore matematica, Scoald generald numarul 2 Codlea, jud.
Brasov, Invatimant preuniversitar

4. Limbi straine cunoscute: limba engleza

58



I
I
I nII Universitatea
Transilvania H H
[ ]| din Brasov IOSUD UTBV- SDI- Finalizare teze -Anexa 6 — Model rezumat

CURRICULUM VITAE

1. PERSONAL INFORMATION
Surname: TRIPSA
Name: Florenta-Violeta
Date of birth:
Place of birth:
Marital status:
Address:
Email: {

2. Studies

2013 — present, PhD attendant student, in the field of Mathematics, Interdisciplinary Doctoral
School of the University of "Transilvania” Brasov, Faculty of Mathematics and Computer Science

2003 — 2009, PhD attendant student, in the field of Mathematics, Faculty of Mathematics and
Computer Science at the University of “Transilvania” Brasov (without ending the doctoral
dissertation)

2001 - 2003, Master Degree, Probabilities and Mathematical Statistics, Faculty of Mathematics
and Computer Science at the University of “Transilvania” Brasov

1992 — 1997, Bachelor Degree, Mathematics-Physics, Faculty of Science at the University of
“Transilvania” Brasov

1987 — 1991, Baccalaureate Diploma, Industrial High School “Progresul” Braila

3. Professional Activity

2013-present, Titular Teacher, Teaching mathematics, In charge of the methodical commission,
“Unirea” National College Brasov, Secondary Education

2009-2013, Substitute Teacher, Teaching mathematics, “Dr. lIoan Mesota” National College
“Unirea” National College Brasov, Secondary Education

2009-2011, Associate Teacher at the University of “Transilvania” Brasov, Teaching seminars of
Mathematical Analysis, Faculty of Mathematics and Computer Science, Higher Education
2003-2009, PhD attendant student at the University of “Transilvania” Brasov, Teaching seminars
of Mathematical Analysis, Faculty of Mathematics and Computer Science, Higher Education
1998-2003, Substitute Teacher, Teaching mathematics, Industrial High School “Simion
Mehedinti” Codlea, Bragsov County, Secondary Education

1997-1998, Substitute Teacher, Teaching mathematics, Secondary School no. 2 Codlea, Brasov
County, Secondary Education

4. Foreign languages known: English

59





