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Tema abordata

Lucrarea de fatd este dedicata metodelor de aproximare folosind operatori
liniari si pozitivi. Acestia din urma sunt esentiali in cadrul teoriei aproximarii
functiilor si realizeaza nu numai o aproximare oricat de buna a functiilor, dar au
si capacitatea de a pastra anumite proprietati speciale ale functiilor.

Un rezultat fundamental in teoria aproximarii functiilor continue il constituie
posibilitatea aproximarii oricit de bune In norma uniforma a unei functii continue
pe un interval inchis si marginit cu polinoame algebrice. Acest fapt a fost demon-
strat de matematicianul german Karl Weierstrass la sfarsitul secolului al XIX-lea.
De asemenea, aceastd teorema poate fi demonstrata utilizand siruri de operatori
polinomiali, construiti cu operatori liniari si pozitivi, cum ar fi sirul polinoamelor
lui Bernstein.

Teoria aproximarii prin operatori liniari si pozitivi s-a dezvoltat, in mod de-
osebit, dupa descoperirea, iIn mod independent, a matematicienilor Popoviciu,
Bohman si Korovkin a conditiilor de aproximare uniforma a unei functii continue,
folosind astfel de operatori.

O contributie importanta in acest domeniu l-au avut in ultimii zeci de ani si
matematicieni romani.

Pentru evaluarea ordinului de aproximare a functiilor, instrumente de baza
sunt modulii de continuitate si K-functionalele.

Teoria aproximarii prin operatori liniari si pozitivi face apel la aplicarea unor
metode generale de analiza clasica, de analiza functionald, de teoria probabilitatilor,
etc.

Lucrarea prezentata contine mai multe capitole care abordeaza diferite aspecte
ale teoriei aproximarii. Aceasta reflectd varietatea de probleme si metode care
apar in teoria aproximarii. Fundamentul comun ale acestor cercetari il reprezinta
operatorii liniari si pozitivi.

Pentru realizarea acestei lucrari, am beneficiat de ajutorul primit din partea
conducatorului de doctorat: prof. univ. dr. Radu Paltanea, cu care am publicat
si o lucrare In comun si membrilor din comisia de Indrumare: prof. univ. dr.
Marin Marin, prof. univ. dr. Dorina Raducanu, conf. univ. dr. Marius Birou,
prof. univ. dr. Mihai N. Pascu, lect. univ. dr. Maria Talpau Dimitriu, cu ultimii
doi mentionati avand articole in colaborare. Le multumesc in mod deosebit pe
aceasta cale.



Lista de notatii, simboluri si abrevieri
Vom introduce notatiile necesare intelegerii de deplin a lucrarii de fata.

i) F(X) este spatiul tuturor functiilor reale definite pe multimea X;
C(X) este spatiul tuturor functiilor reale continue pe multimea X;
B(X) este spatiul tuturor functiilor reale marginite pe multimea X;
Cp(X):=C(X)NB(X);
W2 ([a, b]) este spatiul tuturor functiilor f pe intervalul [a, b] pentru care f’
este absolut continua si |f”| < M pentru un anumit M;
UCp(X) este spatiul tuturor functiilor reale marginite si uniform continue
pe multimea X;

ii) L,(I) este spatiul claselor de functii definite pe I cu puterea p a modulului
integrabila, p > 0;

iii) L(f) sau Lf este functia obtinuta prin aplicarea operatorul L asupra functiei
f,iar L(f)(x) este valoarea lui L(f) calculata in punctul . Vom mai nota
ocazional (Lf)(x) si L(f,x) in loc de L(f)(x);

iv) e;(t) =t/,j =0,1,2,... sunt functiile monomiale;
v) U(x) = z(1 — z) este o functie definita pe intervalul [0, 1];

(

vi) B(z,y) este functla Beta cu doua variabile x > 0 si y > 0 definita astfel:
B(z,y) = fo v 1 t)¥~1dt si T'(z) este functia Gamma definita astfel:
[(z) = [,o ¢! *tdt

vii) Folosim notatiile standard:

No = NuU {0}, Ri_ ={z = (z1,...,x5)|z; > 0},
Z=(x1,...,xs) €ERY, seN, |T|=z1+ ...+,

k=(kt, . ks) ENG, [kl =ki+ ..+ ks, K= (kil,.... k),

T8 = (7", ..., x5%), <k>_k:!-(n—|k:])!7nEN’ n_<n""n>’

A={FeR| |7 <1}, An={keNj|[F <n}. (1)



Capitolul 1

Introducere

In acest capitol vom evidentia fundamentele teoretice care stau la baza dome-
niului studiat.

1.1 Teoreme generale de aproximare a functiilor prin
operatori liniari si pozitivi

Teorema formulatd de matematicianul roman Tiberiu Popoviciu ([56]) este
prima teorema generala care da conditii suficiente, exprimate cu ajutorul mo-
mentului de ordin doi, pentru ca anumite siruri de operatori liniari si pozitivi sa
aproximeze uniform functiile continue.

Teorema lui Bochmann ([14]) arata ca pentru ca un sir de operatori dintr-o
anumita clasa de operatori liniari si pozitivi sa aiba proprietati de aproximare,
este suficient ca sirul sa reuseasca sa aproximeze trei functii, numite functii test,
formate din primele functii monomiale.

Teorema lui Korovkin ([34]) extinde teorema lui Bochmann prin faptul ca sirul
de operatori liniari si pozitivi este general, iar cele trei functii test pot fi orice trei
functii care formeaza un sistem Cebasev [7].

In ceea ce urmeza, vom prezenta cele trei teoreme amintite anterior.

Teorema 1.1.1. (Popoviciu, [56])
Fie Ly, : C([a,b]) — C([a,b]) un sir de operatori de forma:

La(H)(@) = 3 Fni) o),
=1

cu Tn; € [a,b], pni(z) > 0,2 € [a,b], m, € N.
Daca:

i) Ln(eo)(z) =1,z € [a, bl;

it) nlzl)nooLn((el —x)?)(z) = 0 uniform in raport cu z, atunci
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lim Ly(f)(x) = f(z)

n——oo
uniform pe [a,b],Vf € [a,b].

Teorema 1.1.2. (Bochmann, [14])
Fie Ly, : C([a,b]) — C([a,b]) un sir de operatori de forma:

Ln(f)(z) = Z f(@ni)pni(2),
=1

cu f € C([a,b]), zn,; € [a,b], ppi(x) > 0.
Daca:
n@an(ej)(x) = ej(x)v J=0,1,2
uniform in raport cu x € [a,b], atunci:

lim L (f)(z) = f(z)

n——oo
uniform pentru x € [a,b],Vf € [a,b].
Definitia 1.1.1. Un operator L : C([a,b]) — F([a,b]) se numeste liniar si
pozitiv daca verifica conditiile:
i) liniaritate: L(af + Bg) = aL(f) + BL(g), f,g € C([a,b]), 0, B € R;
ii) pozitivitate: f > 0= L(f) > 0.
Teorema 1.1.3. (Korovkin, [34])
Fie L, : V C C([a,b]) — F([a,b]) un sir de operatori liniari si pozitivi, unde
V' este un subspatiu a lui F([a,b]) care contine functiile pg, p1,p2 € C([a,b]) care
formeaza un sistem Cebasev.

Daca:
lim Ln(ﬁ])(w) = Pj(l’), J=0,1,2

n—aoo

uniform in raport cu x € [a,b],7 = 0,1,2, ... atunci:

lim Ly, (f)(x) = f(z)

n—-o
uniform pentru x € [a,b],Vf € [a,b].
Varianta periodica a acestei teoreme este urmatoarea.

Teorema 1.1.4. (Korovkin, [34])
Fie spatiul

Cor(R) ={f € C(R) | f este2m — periodicd}.
Fie (Lyp)p>1 un sir de operatori liniari si pozitivi din Car(R) la F(R) astfel
incat:
lim L,(9) =y

n—aoQ



uniform pe R pentru orice g € {1, cos, sin}.
Atunci:

n—aoo

uniform pe R pentru orice f € Car(R).

Este important de subliniat ca Teorema lui Korovkin nu se poate aplica in cazul
functiilor continue definite pe un interval care nu este compact. Exista rezultate
care extind teorema lui Korovkin impunand conditii suplimentare. Mentionam
urmatoarele rezultate.

Teorema 1.1.5. (Altomare, [7])
Fie (X,d) un spatiu metric gi un subspatiu latice E din F(X) care contine

toate functiile constante si toate functiile d2, unde notim cu d,(y) =: d(z,y). Fie

(Ln)n>1 un sir de operatori liniari i pozitivi din E in F(X) siY, o submulime
a lui X astfel incat:

i) lim L,(1) =1 uniform peY;
n—-ao0
i) lim L, (d%) = 0 uniform cux €Y.
n—--ao0
AtunciVf € ENUCB(X) are loc h_l)Tl L, (f) = f uniform peY.

Teorema 1.1.6. (Altomare, [7])

Fie (X,d) un spativ metric local compact si un subspatiu latice E din F(X)
care contine toate functiile constante 1 si toate functiile d>. Fie (Lp)n>1 un gir
de operatori liniari si pozitivi din E in F(X) astfel incat:

i) lim L,(1) =1 uniform pe X;
n—--:o0

i) lim L,(d2) = 0 uniform pe submultimile compacte ale lui X.
n——~oo

AtunciVf € E(\UCB(X) are loc h_r)n L. (f) = f uniform pe submultimile com-
pacte ale lui X.

Forma generala a unei teoreme de tip Voronovskaja pentru un sir de operatori
liniari si pozitivi (Ly,)n, este urmatoarea.

lim o (L (f)(2) = f(2)) = E(z, f'(x), f"(2), ). (1.1)

n—aoo



1.2 Moduli de continuitate si K-functionale

Estimarea cu ajutorul modulilor de continuitate este o tehnica des folosita in
teoria aproximarii functiilor. Modulul de continuitate este o masura a variatiei
valorilor functiei pe un interval sau, in alte cuvinte, al uniform continuitatii unei
functii pe un interval.

K-functionalele reprezinta un instrument important in teoria aproximarii functiilor
si sunt echivalente cu modulii de continuitate. Acestea dau informatii asupra
functiilor folosind aproximarea lor cu alte functii mai netede.

Definitia 1.2.1. Fie f € B([a,b]) si h > 0.
Definim modulul de continuitate de ordinul 1:

w(f,h) = supf{| f(z) = f(y) |, 2,y € [a,b],| 2 —y [< h}. (1.2)

Propozitia 1.2.1. (DeVore, Lorenz,[23])
Proprietatile modulului w sunt urmdtoarele:

i) w(f+g:h) Sw(f,h) +wlg,h), fg € Bla,b]),h>0;
ii) w(f,h1+ ha) < w(fhy) +w(f ho),  f € B([a,b]), h1, ha > 0;

iii) f € C([a,b]) = nliﬁn\loow(f, h)=0, h>0;

i) w(f,\) <1+ %)w(f,é), f € B(la,b]),h > 0,A> 0,0 > 0;
U) w(fvhl) Sw(f’h2)a fGB([a’bD’OShl ShQ-

Definitia 1.2.2. Fie f € B([a,b]) i h > 0.
Definim modulul de continuitate de ordinul k:

wi(f, h) = sup{| A];f(x) | z,x + kp € [a,b],0 < p < h}, (1.3)

unde

k
(R 0
agste) = 30 () o v o (1.9

J

Propozitia 1.2.2. Proprietatile modulului wy, sunt urmdatoarele:

7’) Wk(f+g,h) < Wk(f? h) +wk(g7 h)7 fvg € B([a’7 b])vh > O;

ii) f € C([a,b]) = nhjlwwk(f, h) =0, h>0;

AN K
iii) wp(f, ) < [1+ (5) }wk(f,a), FeB([a,b),h>0,A>0,0>0;

iv) wk(f, hl) < wk(ﬂ hg), f € B([a,b]),o < hl < h2.



Teorema 1.2.1. (Shisha si Mond, [60])
Fie Ly, : C([a,b]) — F([a,b]) un sir de operatori liniari si pozitivi.
Avem:

| L)) = £(2) 1] () | Ealeo)() = 1| +(Ln(eo) @)
2V Ealler — 22 @) Enleo) @) (£, ),
unde f € C([a,b]),z € [a,b], h > 0.
Observatia 1.2.1. Daca luam: h = /L, ((e1 — 2)2)(x) Ln(e0)(x), rezulti:
| La(f)(@) = £(2) 1] ) | Lnleo) (@) = 1| +(1+ Lu(eo)())en (S, (),

unde:

\/L ((e1 — 2)2)(z) Ly(eo)(x).

Observatia 1.2.2. Daca in teorema precedenta alegem h = u,, unde u, este
norma functiei u,(z), obtinem:

| Ln(f) = f IS NI Lnleo) = eo || +(1+ || Ln(eo) [Nwi(f; pn)-

Din aceasta formuld rezulta ca sirul de operatori L, verifici conditiile din
teorema lui Korovkin, atunci L, f converge uniform la f; aceasta deoarece in
acest caz, p, — 0.

Teorema 1.2.2. (Paltanea, [53])
Daca L : C([a,b]) — C([a,b]) este un operator liniar si pozitiv, cu propri-
etatea ca L(ej) =ej,j = 0,1, atunci:

I L(F) = fII< mfu)

Definitia 1.2.3. Fie (X,| - |x) un spatiu normat. Fie Y C X subspatiu,
inzestrat cu seminorma | - |y . Se defineste:

KXYz, t)=inf{l|lz -y | +t|yly,yeY}, v € X, t>0.

Definitia 1.2.4. In cazul particular, X = C([a,b)),Y = C*([a,b]),k € N,k > 1,
avem:

Ki(f,1*) = K(C([a,8]), C*(a,0), f,1") = inf{|| f=g || +t* | ¢ |, g € C*([a,B])}.

Teorema 1.2.3. (Johnen,[32])
Pentru orice interval [a,b] si orice k € N existd doud constante CF,C5 care
depind numai de k si de intervalul [a,b] astfel incat:

wak(fu t) < Kk(fa tk) < ngk(f7t)7vf € C([avb])7Vt > 0.
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Prezentam tipurile de operatori clasici pe care 1i vom utiliza in lucrare.

1.3 Operatorii Bernstein

Operatorii Bernstein reprezintd o clasa de operatori care a captivat atentia
matematicienilor prin abilitatea lor de a aproxima functii intr-un mod elegant
si eficient. Numele lor poartd numele matematicianului rus Serghei Natanovich
Bernstein, care a jucat un rol crucial in dezvoltarea teoriei aproximarii si in for-
mularea rezultatelor semnificative asociate acestor operatori.

In afard de faptul ci operatorii Bernstein reusesc sa aproximeze functiile con-
tinue, au o serie de alte proprietati remarcabile, cum ar fi: aproximarea simultana
si pastrarea anumitor clase de functii. In plus, ei sunt usor de calculat, ceea ce-i
face deosebit de utili in practica.

Acesti operatori au constituit punctul de plecare pentru constructia multor
altor siruri de operatori de aproximare. Exista o foarte bogata literatura legata
de operatorii lui Bernstein din care mentionam doar monografia [37] sau recenta
monografie [17].

In esenta, operatorii Bernstein se construiesc folosind polinoamele fundamen-
tale, notate by, 1, cu 0 < k < n, definite mai jos, care formeaza o baza algebrica a
polinoamelor de grad n, numita baza Bernstein.

Fie n € N. Introducem operatorii Bernstein: B,, : C([0,1]) — C([0, 1]),

BalF)() = Y bur(@)f(0),
k=0

unde

b so(7) = (k) 2P — )" F b =0,n,z € [0,1].

Teorema 1.3.1. (Bustamante, [17])
Operatorii Bernstein au urmdtoarele proprietati:

i) sunt liniari si pozitivi;

it) Pentru orice n > 1, avem:

W) Y p_gbnk(x) =1;
iv) Bp(ep)(xz) =1
Bn(er)(z) = ;
z(1—z)

(Balea)(w) = 2> + =,
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) |[Bull = 1;
vi) (1) Daca f este convexd pe [0, 1] atunci

Vn e N,V € (07 1),Bn(f)($) 2 Bn+1(f)($)a

iar daca f este concava pe [0,1] atunci are loc inegalitatea inversd;

(2)Daca f este convexd pe [0,1] atunci
Vn e N,V € (0,1), Bu(f)(2) = f(2),

iar daca f este concava pe [0,1] atunci are loc inegalitatea inversd;

vii) Exista o constanta C > 0 pentru care:

1Bo(f)(@) — f(x)] < Cuol, ;ﬁw €0, 1)

viti) Ezistd o constanta C > 0 pentru care:

Ba(f)(&) = ()] £ O, =), Y1 € CH([0,1)), Yz € [0,1].

vn vn
Observatia 1.3.1. Putem calcula integrala functiei din b, , (x) pe intervalul [0, 1]
cu ajutorul functiei Beta:

/0 () = (Z) /O (- o)

1
n+1

In continuare prezentam cateva rezultate de baza privitoare la operatorii lui
Bernstein.

Teorema 1.3.2. (Lorenz, [38])
Pentru o functie f(x) marginita pe [0,1], relatia:

lim B, (f)(x) = f(z)

n—oo

are loc in fiecare punct de continuitate x al functiei f. De asemenea, relatia are
loc pe intervalul [0,1] daca f(x) este continud pe interval.
Reamintim notatia ¥(z) = z(1 — x), = € [0, 1].

Teorema 1.3.3. (Voronovskaja, [72])
Daca f este marginita pe intervalul [0,1], derivabild intr-o vecinatate a lui x
si are a doua deriwata f"(x) pentru z € [0, 1], atunci:

lim n[ By (f)(2) = f(2)] = =2 " (), (1.5)

n—oo
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Dacd f € C?([0,1]), convergenta este uniformd.

Teorema 1.3.4. (Paltanea, [53])
Pentru orice functie f € C([0,1]), are loc:

£@) = Bu(H@)] < 2o (£, 7)€ .1y
In cazul particular cand f € C([0,1]), avem:

(@) = Ba(f)(@)| < S/ 22

-2 n

V()

w(f’,2 ),:1:6[0,1].

Avem urmatoarea proprietate de saturatie locala.

Teorema 1.3.5. (Lorenz, [37]) Fie M > 0. Inegalitatea

U(x) 1
< 2z — co )
Bu(f)@)] < M= +0.(=) € [0.1],n = 1,2, (1.6)
este echivalentd cu conditia
Fews sillf'lle <M, (1.7)

unde oy (1) este stmbolul lui Landau.
n

Daca vom considera polinoamele Bernstein pentru valori complexe z In afara
segmentului z € [0, 1], presupunand ca f(z) este o functie analitica pe un domeniu
care contine segmentul [0, 1], atunci avem urmatorul rezultat.

Teorema 1.3.6. (Lorenz, [38])
Fie a € ]0,1] astfel incit R > a si R > 1—a ceea ce asigura faptul ca segmentul
[0,1] este continut in cercul |z — a| < R. Daca functia:

flz) = ch(z — a)k
2=0

este analitica pe un deschis care contine discul |z — a| < R, atunci:

li_>m B, (z) = f(z) uniform pentru punctele z din discul |z — a| < R.
n o

1.4 Operatorii Stancu

Operatorii Bernstein-Stancu reprezinta o extensie si o generalizare a concep-
tului de operatori Bernstein, aducand o imbunatatire a capacitatii de aproximare
a functiilor. Acesti operatori sunt denumiti astfel in onoarea matematicianului
roman D. D. Stancu ([62]) care i-a introdus si a contribuit semnificativ la dez-
voltarea si studiul lor.
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Desi baza teoretica ramane inradacinata in polinoamele Bernstein, operatorii
Bernstein-Stancu permit o aproximare mai buna a anumitor clase de functii, da-
torita utilizarii a trei parametrii ce pot fi alesi convenabil.

Fie 0 < a < 8,m € N. Introducem operatorii Bernstein-Stancu: P,sla’ﬁ) :

([F55 s = con

k+ o
m—+

PRP(F)(x) =Y bmr(@) f( );
k=0

unde by, ; sunt polinoamele lui Bernstein.

Teorema 1.4.1. (Stancu, [62])
Operatorii Stancu au proprietatile:

i) PP (eo)(z) = 1;
a— fx
m+ 5’

mx(l —x) + (a+ fr)(2mz + Br + a)
(m + B)? ’

i) PP (ey)(z) = +

iii) PP (ey) () = 22 +

iv) ¥f € C([0,1]), lim P (f)(x) = f(x) uniform pe [0, 1;

1 11
v) Daca « € |0, 1],6 € [o,2a] sau a € [1, i}ﬁ € [4a?,20a] atunci

a, 3 1 )
PP() @)~ f@)] < Gl s )

11 1
vi) Daca a € [ 5},5 € [a,4a?] sau a > 5,[3 € [a,2a] atunci

17
PO — o) < (14 50 o(1. =)

vii) Daca € [%, 1J,a € 0,8 — \/f] sau > 1,0 € [0, g] atunci

—a)?
PR - ) < (14 T (s )
viti) Daca < 1l,a € [ — \/f, g} N[0, oco] atunci
PO )~ @) € o)
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In [64], D. D. Stancu oferii o nous generalizare:

( nrsf Z Pn— rs,j Zpsz (j +ZT) s (18)

feC(0,1]), z € [0,1], unde n € Nsi r,s € Ny = NU {0} sunt fixate astfel incat
rs < mn.

Operatorii Bernstein se obtin in cazurile particulare s = 0 sau s = 1, r =0
saus=1,r=1.

1.5 Operatorii Kantorovich

Operatorii Kantorovich sunt o clasa importanta de operatori de aproximare
utilizati In teoria aproximarii functiilor. Acesti operatori sunt aplicabili numai
functiilor integrabile. Ei au proprietatea remarcabila de a invaria integrala fo t)dt,
daca f este functia de aproximat.

Operatorii Kantorovich sunt definiti astfel: K, : L1(0,1) — C([0, 1])

(k+1)/(m+1)
Kn(f)(@) = (m+1) mek /k/ L

unde by, ; sunt polinoamele Bernstein.

Teorema 1.5.1. (Agratini, [}]) Operatorii Kantorovich au urmatoarele proprietati:
i) Km(eo)(x) = 1;

i) Koper)(w) = Bt g

m(m — 1) 2m 1 '
02" et 3w
) =
) =

f(x) uniform pe [0,1],Vf € C([0,1]),
" £ (@) = £(2),YF € L(0,1]),p > 1

v) Daca f € C([0,1]) si x € [0,1] atunci

i11) Kp(e2)(z) =

w) lim Kp(f)(x

m—r0o0
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1.6 Operatorii Durrmeyer

Operatorii Durrmeyer au fost descoperiti de Durrmeyer si independent de
Lupas ([39)).

Operatorii Durrmeyer sunt operatori Bernstein modificati. Acesti operatori
au proprietati remarcabile de convergenta si de aproximare, precum si proprietati
remarcabile legate de structura spectrala si de verificarea unor ecuatii diferentiale.

Fie m € N. Operatorii Durrmeyer sunt definiti astfel: D,, : L1([0,1]) —
C([0,1])

m 1
Don(f)@) = (m+ 1)} byi(a) / b (1) £ (1),
k=0 0

unde by, ; sunt polinoamele Bernstein.

Teorema 1.6.1. (Derrienic, [24])
Operatorii Durrmeyer au urmdtoarele proprietdti:

i) Din(eo)(z) = 1;
i1) Transforma orice polinom de grad p,p < m intr-un polinom de grad p;

iii) liLn D, (f) = f(x) uniform pe [0,1]Vf € C([0,1]);
iv) Daca f si g sunt functii integrabile pe [0,1] atunci
1 1
vm N, [ Du(f)@o@ir = [ 50D
v) Polinoamele lui Legendre sunt vectori proprii ai operatorului D,,,¥Ym € N.

Valoarea proprie asociata polinomului Legendre de gradul n este:

(m + 1)!m!
, n<m
)\m,n: (m_n)'(m+n+1)' )
0, n>m

vi) Fie f integrabila si marginita pe [0,1]. Daca intr-un punct x € [0,1] este de
doua ori derivabila, atunci
im m(Dp(f)(x) = f(2)) = (1= 22)f'(2) + 2(1L — 2) f(2);
m—0o0
vii) Fie f integrabila si marginita pe [0,1]. Daca f admite o derivatd de ordinul
rin x € [0,1], atunci:

D) =

lim —
m—oo dx”

f(2);

viii) |D(f)(x) — f(2)] < 2w(f, Ve C([0,1]),Ym > 3.

1
7o)
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1.7 Operatorii Beta

Functia Beta B(z,y) fo t*=1(1 — t)¥~Ldt, unde z,y > 0,t € [0,1] este uti-
lizata ca functie pondere in deﬁnlrea operatorllor Beta. Operatorii Beta, introdusi
de A. Lupas ([39]), sunt definiti astfel:

tnx ) n(l—x)
B(nz+1,n+1—nx)

fdt, feC(0,1]), x €[0,1], (1.9)

unde B(u,v) este functia Beta.
Teorema 1.7.1. (Lupas, [39]) Operatorii Beta au urmdatoarele proprietati:

‘ _(nx+p)nz+p—1)---(nx+1)
) (Buey)(o) = B LR e,

ii) nli_r)nOOIBBn(f)(x) = f(x) uniform Vf € C([0,1]).

1.8 Operatorii Balazs

Operatorii Balazs pot fi folositi pentru a aproxima o functie pe intervalul
nemarginit [0,00). Pentru f € C([0,00)), operatorii Baldzs ([8]) sunt definiti
astfel:

(Ruf)(@) = MZ(?)()f (2) (1.10)

=0

- anT i
= Y pj(—2—)f(+),2>0neN
j:OpTl,j <1+anx>f<bn)7m_ 7n 9

unde

Pn,j(2) = (?) zj(l — z)”_j, 2 >0,

si (an),,» (bn), sunt doua siruri de numere reale pozitive alese corespunzator.

Teorema 1.8.1. (Baldzs, [8])
Operatorii Baldzs au urmdtoarele proprietati:

i) _ >0 <Z> (anz) =1;

1+ ayx

—apbpz?
.. n —b j_ nwne o,
i) s Dol = 0a0) () ey = T
272 .4
_ . anbnx + bpx
i) 1—|—a :cz ( > ant)! (14 apx)? ’
Vo >0 siay = —n, > 0.

n



Capitolul 2

Constructia unor noi tipuri de
operatori de aproximare

In acest capitol, vom prezenta cateva metode de constructie a unor noi opera-
tori de aproximare. Capitolul este organizat in trei sectiuni, fiecare sectiune este
corespunzatoare unei metode de constructie a acestor operatori. Prima sectiune
este dedicata constructiei cu ajutorul sumelor boolene, a doua sectiune este adusa
in prim plan constructia unui nou operator bazata pe o modificare a operatorilor
lui Bernstein, iar in ultima sectiune este evidentiata o generalizare de tip Stancu.

2.1 Operatori construiti cu sume booleene

Aceasta sectiune contine rezultate pe care autoarea le-a prezentat in lucrarea
[40].

Folosind combinatii de operatori liniari si pozitivi este posibil sa imbunatatim
ordinul de aproximare al operatorilor Beta. O metoda este utilizarea sumelor

booleene. Prin suma booleana a doi operatori S si T' intelegem operatorul S +
T—-SoT.

Consideram sirul de operatori (Ly,),, definit dupa cum urmeaza:

L, :=2B, — B, oB,. (2.1)

Pentru a studia operatorul L,, avem nevoie de calculul momentelor operato-
rilor B,,.

Daca k=0,1,2,...,n > 1, x € [0, 1], notdm:
mnk(z) = Bal(er —we)™)(@).
Utilizand formulele anterioare si functia W(x) = z(1 — x), obtinem:

17
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Lema 2.1.1. [40] Avem:

mml(x) = Aml\I’I(SL‘) (2.2)
Mn2(x) = Ap2¥(x) + By (2.3)
mp3(x) = Ay 3¥(2)V'(x) + B sV () (2.4)
mn74(x) = An74\11($)2 + Bn74\1’($) + Cn74, (2.5)
unde
1 n—=~6 2
R e N R T [Tt B
o 5n — 12 B 6 27)
T 4 2)n+3)n+4) T (n+2)(n+3)(n+4) '
3n? — 86n + 120
At = 3t )+ 5) (2:8)
26m — 120
Bua = (n+2)(n+3)(n+4)(n+5) (2.9)
Coa = 24 (2.10)
T+ 2)(n+3)(n+4)(n+5)° ‘
In plus, .
Mg () = O(ﬁ). (2.11)

Teorema 2.1.1. [/0] Operatorii L, satisfac urmatoarea conditie:
Daca f € C([0,1]), atunci:

lim L,(f)(x) = f(x), uniform pentru z € [0,1].

n—oo

Folosim sume booleene a operatorilor Beta pentru a obtine o imbunatatire a
ordinului de aproximare exprimat prin teorema de tip Voronovskaja. Astfel, se
obtine un sir de operatori liniari si pozitivi (Ly)n, L, : C([0,1]) — C([0,1])
pentru care: Ja,, cu M oo asfel incit relatia (1.1) este satisfacuta.

n
Pentru operatorii Beta, urmatorul rezultat este cunoscut.
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Teorema 2.1.2. (Lupas, [39]) Dacd f € C'V([0,1)]), pentru fiecare z € [0,1]
avem:

lim n[B,(f)(z) — f(2)] = (1 - 22)f'(z) + 19«“(1 —x)f" (). (2.12)

n—oo 2

Prin urmare, operatorii Beta satisfac teorema Voronovskaja pentru a,, = n.
Pentru a obtine un ordin de aproximare mai bun in teorema Voronovskaja, con-
sideram sirul de operatori (L), definiti in (2.1).

Teorema 2.1.3. [40] Dacd f € C*([0,1]) si x € [0, 1], atunci:

lim n®[La(f)(z) = f(z)] = 2f(@)¥(z) + f"(2) [ - g +8U(x)

n—oo

2 @)U ()W (@) — 3 f ()0,

2.2 Operatori de tip Bernstein generalizati obtinuti
prin trunchierea domeniului
Aceasta sectiune contine rezultate pe care autoarea le-a prezentat in lucrarea
[41].

In [21] a fost introdusi urmatorii operatori de tip Bernstein. Notim cu V,
operatorii definiti astfel:

n

Va(f)(z) = ibn,k@) f (k>
k=0

unde

si

feC([O,l]),ace[O,l— },nEN.

n+1

In mod similar, introducem urmatorii operatori generalizati [41]:

S;:C([O,l])%C[O,L}, t>0, neN,
n—+t

) vrec(oa, e o], @)

st = (2 () o ()
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.o t o . A . . v
Operatorii S}, pot fi definiti, de asemenea, in spatiul C’[O, HLH}, si notam

functia f € C(]0,1]) si restrictia ei la intervalul [O, nL—‘,—t:| cu acelasi simbol. In
continuare, folosim simbolul lui Pochhammer: (a), = a(a—1)...(a, + 1), pentru
a€R,reN.

Propozitia 2.2.1. [}1]
Operatorii S!, satisfac urmdatoarele relatii:

i) Sh()(w) 20, daci f € C|0, 2], f >0

ii) St(eo)(a) = 1;

iii) St (e1)(z) = z;

iv) Siea)(e) = (" Loas nit)
unde T € [0,1— m]

Propozitia 2.2.2. [1] Are loc urmdatoarea relatie de recurenta:

n+t n+t

Teorema 2.2.1. [}1] Fie momentul de ordin m pentru operatorii (2.13) definiti
astfel:

n
k m
finm () = kz—osn’k(x)(”” - x) m=0,1,2, ..

Atunci avem:
i) pno(x) =1;
i) pin(z) = 0;

ii1) i1 (%) = 2 = &) (@) + Mptnm 1 (2) )

. T n
) ma@) = (g =)
av( n )( 1 293)
n\n+t n-+t n
n

) () x( ){1 ( n > ( 1 4x+3> :x( 1 2x)}
vi )= —|———2x)|—- —z)(—=— - —==)].
fin,4 n\n+t n \n-+t n+t n n\n+t n
Teorema 2.2.2. [41] Pentru oricet > 0, f € C([0,1]) si0 < € < 1, este adevarata
urmatoarea relatie:

'U) Hn,3 (JI) =

lim S),(f)(2) = f(x)

n—oo

uniform pe intervalul [0,1 — €.



21

Teorema 2.2.3. [{1] Fie f : [0,1] — R o functie marginitd si de doud ori deriva-
bila in punctul € (0,1). Atunci:

tim n[54(P)() - @) = "0 (e,

n—o0 2
Amintim urméatoarele definitii cunoscute:

Definitia 2.2.1. O functie g : I — R, unde I este un interval, se numeste convezra
de ordin r > —1 dacd toate diferentele divizate pe r+2 puncte pe intervalul I sunt
pozitive.

Prin urmare, o functie pozitiva este o functie convexa de ordin —1, o functie
crescatoare este convexa de ordin 0 si asa mai departe. Cu alte cuvinte, pentru
r > 0 dacid f € C"T(I), atunci f este convexa de ordin r daci si numai daca
f(T-H) > 0.

Definitia 2.2.2. Un operator liniar este numit operator convex de ordinr, r > —1
daca el transforma orice functie r convexd intr-o functie r convexd.

Urmatoarea proprietate este esentiala pentru demonstrarea existentei aproximarii
simultane.

Teorema 2.2.4. [41] Operatorii S, sunt convecsi de ordin r — 1, Vr € [0,n].

Studiul aproximarii simultane este bazat pe utilizare operatorilor Kantorovich
de ordin superior.

Teorema 2.2.5. [41]
Seriind T, ,(z) = Sk (e, )(x), avem:

Tort1(z) =2 Ty p(z) + = <7 — :L') T, ().

Teorema 2.2.6. [/1]
Pentrun > 1,r >0,z € [0, 1], avem:

Tor(z) = Appa” + Bn,rxr_l + anrl’T_Q + Ry ()

unde
An,r = (n — 1)17171 )
n'-
B, — r(r=1) (n—1)r— 7
’ 2 n"2(n +t)
r(r—1)(r—2)3r—=5) (n—1),_3
Cnr =

’ 24 " 3(n 4 )2
st R, este un polinom de grad r — 3.

Rezultatul principal este urmatorul:
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Teorema 2.2.7. [}1] Pentru orice functie f € C"([0,1]), r > 1 orice t > 0 si
e > 0 avem:

lim (St (f)(2)") = fO)(x), uniform pentruz € [0,1 —¢]. (2.14)

n—oo

2.3 Operatori de tip Balazs-Stancu

Aceasta sectiune contine rezultate pe care autoarea le-a prezentat in lucrarea
[45], in colaborare cu Maria Talpau Dimitriu.

Operatorii Balazs introdusi in sectiunea 1.9 au fost studiati si generalizati in
mai multe directii: [9], [68], [10], [1], [5], [6], [31].

In aceastd sectiune, consideram o generalizare a operatorilor Bal4dzs in manierea
generalizarii operatorilor Bernstein introdusa de D. D. Stancu in [64]:

(Snrsf)( Z Pr—rs.j( Zpsz <j * ZT) , (2.15)

feC(0,1]), z € [0,1], unde n € Nsi r,s € Ny = NU {0} sunt fixate astfel incat
rs < n. Consideram operatorii Baldzs-Stancu definiti astfel:

n—rs

(Bn.rsf) (2 an 7ﬁs’]<1—i—a x) Zpsz(lj—n;nx)f<j7:1,ir>’ (2.16)

f€Cl0,00), x> 0,unde n € N, r,s € Ny astfel incat rs < n, (a,),, este un sir
de numere reale pozitive.

Daca ap, =1, (V)n € N, avem (R, s f)(z) = (Snr,sf) (1 +az>

Lema 2.3.1. [45] Operatorul Sy, s satisface urmdatoarele relatii:
(i) (Snrseo)(z) =1;
(i) (Snrse1)(z) = z;

)

(iii) (Snrse2)(x) = a2 + (1 n rs(r — 1)) _ z(1—x)

n n
unde z € [0,00) si e;(y) = y',i=0,1,2
Lema 2.3.2. [/5] Operatorul R, , s satisface urmatoarele relatii:
(1) Byrsf 20, (V)f € C[0,00), f=0;
(ii) (Rprseo)(x) = 1;
(i) (R ver) () =

m .
14+ a2’
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| 2 rs(r - 1) '
() (Rprse2)(x) = m + <1 + n ) ' nan (1 + apw)?’

unde x € [0,00) si ep(y) =yP,p=0,1,2.

Lema 2.3.3. [45] Fie momentul de ordin m pentru operator, notat astfel:

an® an® J+ar m -
(R"Ts(el_xeo ) an rs”(l—i—ana) Zp“(l—i—anx)'( nan, —x) m=12....

Atunci avem

(1)

(i)

2.4
2 — I rs(r =1y -
(Rn,r,s(el 1360) )({IJ) =T (1 + anaz)2 + (1 + n ) nan(l + anaz)2 '

Teorema 2.3.1. [45] Daca hm an =0 st lim na, = oo, atunci pentru o functie
n—oo

marginita f € UCg([0,00)) rezulta ca

lim R, ., f = f uniform pe orice interval compact K C [0, 00).
n—oo

Reamintim c& modulul de continuitate pentru functia continua f pe [0, 00),
este definit de:

w(f,t) =sup{[f(y) — f(@)|: z,y € [0,00), [y —x[ <}, ¢ >0,
in caz ca acest modul este marginit.

Teorema 2.3.2. [/5] Pentru orice functie f € C'[0,00) astfel incat w(f,t) <
00, (V)t > 0, urmadatoarea inegalitate are loc:

|(Rnrsf) () = f(2)] < 20 (f, Onr,50) (2.17)

2, 4
a‘x rs(r —1 T
en,r,s,x - n72 + (1 + ( )) : 5"
(1+ anx) n nan (1 + a,)

Observatia 2.3.1. Pentru f € C'[0,00) si M > 0 avem

unde

rs(r — 1)) M (2.18)

n nay,

|Ruf = Flloay <20 | 1, \/ a2+ (14
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Corolar 2.3.1. [45] Daca f este o functie care este uniform continud i marginita
pe [0,00), atunci f poate fi uniform aproximata pe orice interval compact K C
[0,00).

Vom prezenta acum conservarea functiilor monotone si a celor convexe prin
operatorii construiti.

Lema 2.3.4. [/5] Pentru f € C([0,00)), 0 <z <y, A €[0,1] avem

(Rn,r,sf) ((1 - )\)$ =+ )‘y)

S n—rs
_ » anx an(y — ) "
Z Z SFOA T ¥ anz’ (14 anz) (1 + any)

k1+11=0 k2+12=0

ana an(y — ) > .

XPp—
Pn—rs,ka,l2 (1 + anx’ (14 apz)(1 + any)

b b A1+ any)
xXr Z Z Piymy <>\(1 + any) + (1 — )\)(1 + anx)> -

m1=0mo=0

o A1+ any) f ko +mg + (k1 +m1)
Plaam> \ XU+ any) + (1 = N (1 + ana) Tt !
|
unde P, 1 (u, v) = il (mrik: — l)!ukvl(l—u—v)m_k_l este baza Bernstein pentru

spatiul polinoamelor de doua variabile.

Teorema 2.3.3. [/5] Fie f € C([0,00)). Daca f este o functie necrescatoare,
atunci Ry, sf este o functie necrescatoare.

Teorema 2.3.4. [45] Fie f € C([0,00)) o functie necrescatoare. Daca f este o
functie convexa, atunci R, ,f este o functie convexd.

In finalul acestui paragraf vom prezenta proprietatea de invarianta a unor clase
de functii Lipschitz, dupa modelul din [66].

Notam Lipyra clasa functiilor Lipschitz pe [0,00) cu exponentul « € (0, 1] si
constanta Lipschitz M > 0 adica multimea tuturor functiilor continue cu valori
reale f definite pe [0, 00) care verfica conditia:

[f(@) = fW) < M- |z —y[*, (V)z,y € [0,00).

Teorema 2.3.5. [45] Fie f € C([0,00)), M >0 si « € (0,1]. Daca f € Lipya,
atunci Ry, sf € Lipya.



Capitolul 3

Proprietatile de B—concavitate
si BB—concavitate in legatura
cu operatorii Bernstein

Acest capitol contine rezultate pe care autoarea le-a prezentat in lucrarea [43]
si o lucrare trimisa spre publicare [46].

Punctul de plecare il reprezinta lucrarile [15], [69]. Autorii au introdus notiunea
de B—convexitate si respectiv, B— concavitate pentru functii de mai multe vari-
abile. De asemenea, au demonstrat ca functiile crescatoare si B—concave sunt
transformate prin operatorii Bernstein in functii de acelasi tip.

Intre alte clase de functii conservate de operatorii Bernstein mentionam: functii
convexe (concave) de ordin superior (Popoviciu, [55]), clase Lipschitz de ordinul
unu (Lindvall, [36]), Lipschitz clasa asociata cu modulul de ordinul doi modificat
(Zhou, [73]) sau cvasiconvexitatea de ordin superior (Paltanea, [53]).

In capitolul de fata, introducem notiunea de BB—concavitatea care reprezinta
o mica modificare a B—concavitatii si dam caracterizari ale functiilor care au
aceastd proprietate. Apoi, obiectivul central il reprezintd demonstrarea faptului
ca functiile BB—concave si crescatoare definite pe un simplex s-dimensional sunt
transformate in functii BB—concave si crescatoare prin operatorii Bernstein s-
dimensionali pe un simplex.

In acest mod, generalizim notiunile introduse si rezultatele stabilite in lu-
crarea [43], unde am introdus notiunea de BB-concavitate pentru functiile a doua
variabile si am aratat o legatura intre aceste tipuri de convexitate si operatorii
Bernstein bidimensionali.

25
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3.1 B-concavitate si BB-concavitate
Pentru @ = (ay, as, ..., as),b = (b1, ba, ..., bs) € R*, fie
@V b:= (max{ay, b1}, max{as, bo}, ..., max{as, bs}).

Definitia 3.1.1. (Briec, Horvath, [15]), O functie f : M C RS — (0,00) este o
functie B—concava daca are urmdtoarele proprietati:

i) XaVvbe M\Va,be M,\€[0,1];
i) f(haVb) > \f(a)V f(b),Va,be M, €[0,1].

Definim o ordine partiala " <” on R de: a < b daca si numai daca a; <
b;,Vi =1, s, unde a = (a1, az, ..., as),b = (b1, ba, ..., bs).

O functie f : D C R®* — R se numeste crescatoare daca f(a) < f(b),Va,b €
D.,a<hb.

Teorema 3.1.1. [46] Fie M C R® un domeniu care satisface conditia i) din
Definitia 8.1.1 si 0 € M. Dacd f : M — (0,00) este o functie crescdtoare,
atunct urmdtoarele afirmatic sunt echivalente:

i) f este o functie B-concavd.

ii) Pentru toti vectorii v = (vi,ve,...,vs) € M functia

Po [07 1] — R, Sav(t) - [07 1]

t
—,t €
f(tv)
este crescatoare.

Teorema 3.1.2. [{6] Fie f : M — R% o functie crescatoare si derivabila in toate
cele s wvariabile, unde M C R® este un domeniu care satisface conditia i) din
Teorema 3.1.1. Inegalitatea

f(t@)—t-iw-vi>0 (3.1)

ox; -
i=1 v

are loc Vv € M,Vt € [0,1],0 € M, unde v = (v1,v2,...,vs), dacd si numai dacd f
este o functie B-concava. Inegalitatea (3.1) este echivalenta cu:

S af
z) — i T)>0,VT € M. 2
f(@) ;:lﬂf o2, (z) > 0,vT € (32)
intr—adevér, putem lua ¥ = (z1,z2,...,25) si t = 1.

Este simplu de aritat cd A satisface conditia i) din Definitia 3.1.1 si 0 € A.

Definitia 3.1.2. Daca (z1,...,z5) € A si (y1,...,ys) € A, definim § < T daca Vi
yi < z; tn cazul x; >0 st y; = x; in cazul x; = 0.
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Definitia 3.1.3. O functie f : A — R este BB-concava daca Vx € A cu cel putin
douda componente nenule si Vg € A, astfel incaty < T avem:

@ <Y (7). (3.3)
=1

unde Z; = (X1, .oy i1, Yis Tit1, - Ts), o = 1,8 si oy sunt solutiile sistemului de
ecuatii:

S
T = Z iZ (3.4)
=1

Propozitia 3.1.1. [/6] Daca T € A, cu cel putin doud componente nenule si
y €A cuy < T, solutiile pentru (3.4) sunt:

-1
ZT; €4 .
a; = -1 , 1 €
Comi—w (Z Yj ) @ (3.5)

et T
a; =0, iG{l,...,S}—Q

unde Q@ ={i € {1,...,s}z; >y} ={i € {1, ..., s}z; > 0}.
Observatia 3.1.1. In cazul particular bidimensional consideram:
A={(z,y)lx >0,y >0,z +y <1} (3.6)

O functie f : A — R este o functie BB—concava daca este adevarata urmatoarea
inegalitate:

f(x7y) —Oéf(Z,y) _Bf(wi) < 07 (37)
V(z,y) € A, (2,y) € A, (z,w) € A, astfel incat z < z,w <y,z -w < x-y, unde
poTYTTW g TY—yE (3.5
Ty —2z-w Ty —2z-w

Din conditia z - w < x -y rezulta ca x,y > 0 si deci, se aplica Propozitia 3.1.1.
Rezulta ca numerele « si 8 sunt coeficienti unici pentru care:

(x,y) =a-(z,y)+ B (z,w).

Deci o functie f : A — R este o functie BB—concava daca este adevarata
urmatoarea inegalitate:

fa- @y + 8- (@w) < af(zy) + Bf (@, w), (3.9)

V(z,y) € A, (z,y) € A (z,w) € Asiz<z,w<y,z-w<zx-y unde a € [0,1] si
B € [0,1] sunt numere indicate in (3.8) si A este domeniul indicat in (3.6).
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Teorema 3.1.3. [{6]

Daci f: A — R este o functie derivabild, BB-concavd si f(0) > 0 atunci este
adevaratd urmatoarea:

f(x)—ia:i~gj(a:) >0, VzeA. (3.10)
i=1 ’

Corolar 3.1.1. [46] Daca f : A — (0,00) este o functie crescatoare, derivabild
st BB-concava rezulta f este B-concava.

3.2 BB-concavitatea operatorilor Bernstein in simplexul
s-dimensional

Fie n € N si operatorii Bernstein B,, de s variabile definiti pe C'(A) definiti
prin:

BuN@ = Y i@ F(L), frASR TeA (3.11)
keAn
unde
P (@) = <Z> 21—z, ke, TeA (3.12)

In cazul s = 1,

Prglz) = <7"> 2 (1—2)

q

Prin conventie, p, 4(2) =0 daca ¢ < 0 sau ¢ > r.

Propozitia 3.2.1. [/6]
Ecuatia (3.11) poate fi rescrisa pentru T € A astfel incat x1 + ... + xs—1 < 1,
wn forma:

n n—kl
— 2172
Bn(f)(ﬂf) = Z DPn kq ($1) Z Pn—k1,ko (ﬁ)X
k1=0 ko=0 1
} n—k1—z.—k:s—1 ( Tg )f(k;> (3 13)
— Pn—ki—...—ks_1,ks 1_ Tl — . — o1 ) .

Teorema 3.2.1. [46] Daca f : A — R este o functie crescatoare si BB-concavd
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si dacd f(0) > 0, atunci
- 0
Bn(f)(@) - Zmz : %Bn(f)(f) >0, TEA.
i=1 ¢

Corolar 3.2.1. [46]
Daca f : A — (0,00) este o functie crescatoare BB—concava, atunci By (f)
este B—concava.

Observatia 3.2.1. In cazul s = 2, consideram B,, operatorii Bernstein de doua

variabile definiti pe C'(A), dati de:

BN = Y buew) f(5 1) rec@) @y e 314

l
vz
n n
k>0,1>0,k-+1<n

unde:

n! ek
bn7k7l($,y) = m : (l:k : yl . (1 — T — y) k l. (315)

Ecuatia (3.14) poate fi rescrisa:

1—=x

Bn<f><w7y>:ibn,k<x>gbnk,l( L) (B, (3.16)
k=0 =0

unde:

r!

brs(2) = pTp—r 22 (1—2)"%2z€]0,1]. (3.17)

Dacé f . A — R este BB-COHC&Vé $1 crescétoare, atunci:
n ) y T n ) y l/ y n ’ 3/ il

Daca f € C(A) este BB—concava si crescatoare in ambele variabile, atunci
B, (f) este B—concava.
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Capitolul 4

Proprietati ale unei clase de
operatori Stancu modificati
construiti cu distributia Pdlya

Aceast capitol contine rezultate pe care autoarea le-a prezentat in lucrarea
[44], in colaborare cu Mihai N. Pascu si Nicolae R. Pascu.

In lucrare sa, Bernstein [13] a dat o demonstratie simpla a teoremei Weierstrass
privind aproximarea uniforma a functiilor continue prin polinoame, cunoscute ca
polinoame Bernstein.

Ulterior, D. D. Stancu a observat ca distributia binomiala folosita de Bernstein
este un caz particular al distributiei urnei lui Pélya, acela in care parametrul de
inlocuire este egal cu zero. Stancu a introdus in [61] si [62] o clasa mai generala de
operatori, cunoscuti in literaturd ca operatorii Pélya-Stancu, notati cu PS (vezi
(4.7)).

O prima observatie ar fi ca daca alegem ca parametrul de inlocuire c¢ sa fie
un numar negativ real, se obtin polinoamele de interpolare Lagrange, care nu pot
folosite pentru aproximarea uniforma a functiilor continue. In lucrarea sa, Stancu
a considerat numai valori ¢ > 0 ale parametrului de inlocuire in modelul urnei lui
Pélya.

In lucririle [48], [49] si [70], au fost introdusi operatorii R,, (4.8). S-a demon-
strat ca alegand valori negative ale parametrului de inlocuire in modelul urnei lui
Poélya, operatorii R,, ofera rezultate de aproximare mai bune decat toti operatorii
de tip Bernstein-Stancu.

In acest capitol se aduce o completare la rezultatele anterioare si aratam ca
pentru o clasa suficient de mare de functii, anume, functiile convexe si pentru o
alegere minimala admisibila a parametrului de inlocuire, operatorii R,, ofera cea
mai buna aproximare a functiilor convexe.

Demonstratia rezultatului principal este dat de Teorema 4.2.1 si se bazeaza
pe un rezultat intermediar, dat de Teorema 4.1.1, care reprezinta un interes in
sine si care aratd ca variabilele aleatoare Pdlya satisfac a ordonarea convexa in
raport cu parametrul de inlocuire. La randul sau, demonstratia acestui rezultat
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se bazeaza pe alte doua rezultate: un rezultat privind ordonarea (intercalarea) a
trei multimi (Lema 4.1.1) si monotonia momentului centrat partial al distributiei
Pélya (Lema 4.1.2).

4.1 Rezultate preliminare referitoare la operatori construiti
cu distributia Pdlya

Reamintim ca parametrii intregi dati a,b,c > 0 si n > 1 satisfac conditia de
compatibilitate:

a+(n—1)c>0 si b+ (n—1)c>0. (4.1)

Modelul urnei lui Pélya consta in determinarea numarului de bile albe (succese)
extrase in n incercari dintr-o urna care continea initial a bile albe si b bile negre,
unde dupa fiecare extragere, bila extrasa este inlocuita in urna cu c bile de aceeasi
culoare.

Notam cu Xf{’b’c, variabila aleatoare Pdélya cu parametrii a,b,c si n, care
reprezinta numarul de succese in acest experiment.

Avem:

. a(k,c) b(n—k,c)

a,b,c _ a,b,c _ _
prbe=p (Xn - k) = e PO L), (4.2)
unde z,h € R, n € N si
2™ = (x4 h)(x+2h) ... - (z+ (n—1)h) (4.3)

Prin conventie, O =1 Va, heR.

Este cunoscut faptul ca (vezi [33]) momentul centrat de ordinul 1 al distributiei
/ z,l—x,c
Pélya X7 7" este dat de:

E ((nx — X 1t gs—1> — sl (L= + (n—s)0) (4.4)

pentru toti s € {1,...,n}.
Notam cu:
Bhe: F([0,1]) = F ([0,1]),

operatorii definiti de:

1 —~ . (k
P i) = (2xeve) =507 (B) et (49
0

n
k=

min{z,1-z}
n

unde parametrii a,b > 0sic > — =1 pot depinde de n € N* si z € [0,1] si
satisfac conditia de compatibilitate (4.1) (vezi [48]).
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Pentru alegeri particulare, regasim operatorii Bernstein:
By (fiz) = Ppi=™0 (fiz), (4.6)
operatorii Bernstein-Stancu:
Py (fia) = Ppimo¢ (fiz) (4.7)
si operatorii R,,, introdusi in [48]:
Ry, (f2) = Poi-o-minfe1-2}/(n—1) (4.8)

care corespund valorii minimale a parametrului de inlocuire ¢ in cazul a = x si
b=1— z. Conditia de compatibilitate (4.1) este satisfacuta.

Reamintim ca o variabila aleatoare X se spune ca este mai mica in ordine
convexa decat o variabila aleatoare Y si notam X <. Y daca si numai daca:

E(¢(X)) < E(o(Y)) (4.9)

pentru orice functie convexa ¢ : R — R pentru care conditiile de mai sus exista.
Daca X si Y sunt variabile aleatoare pentru care mediile FX, FY exista si sunt
egale este cunoscut faptul ca (vezi [59], Teorema 3.A.1) X <. Y daca si numai
daca:

E(t—-X)1))<E(t-Y)4), vt € R, (4.10)

unde x4 = max{z,0}.

Lema 4.1.1. [44] Pentru orice x € (0,1) orice intregin > 3 sik € {1,...,n — 2},
existd o partitie {ny,...,ng}| J{mi, ..., mp_r—1} a multimii {1,2,...,n — 1} ast-
fel incat:

,odef{l.. k) si o omi<——, def{l,...n—k—1}. (4.11)

i = —1—x

ISHERD
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Lema 4.1.2. [44] Pentru orice x € [0,1] si orice intregin > 1 si k € {0,1,...,n},

suma L
52
1=0

este o functie nedecrescatoare ¢ > —ﬁ min{z,1 — z}.

Mai mult, pentru x € (0,1) si orice numere intregin > 2 si k € {0,...,n — 1},
suma de mai sus este crescatoare in raport cu ¢ > —ﬁ min{z,1 —z}.

Teorema 4.1.1. [44] Variabila aleatoare Pélya X2~ satisface urmdtoarea or-

donare converq:
’17 ) 7]- ) /
Xoimhe < g Xoi 78 (4.13)

pentru orice intreg n > 1, x € [0,1] si orice ¢ > ¢ > ——L-min{z,1 — z}.

4.2 Estimarea erorii de aproximare a operatorilor Pélya-
Stancu

Ca o aplicatie a Teoremei 4.1.1, avem:

Teorema 4.2.1. [44] Pentru orice functie conveza f : [0,1] — R eroarea aprozimarii
operatorilor Polya-Stancu P este o functie nedescrescatoare care depinde de c
astfel incat:

|Pe2f (z) — f(x)| > [P f (2) = f (2)], (4.14)

1

— min {z,1 — x}.

pentru orice intreg n > 2, x € [0,1] si orice cg > ¢ > —
Mai mult, daca

Bnf (z) # B1f () (4.15)

pentru anumite valori ale lui n > 2 si x € [0,1], atunci inegalitatea de mai sus
este stricta, de unde:

P32 f () = f (@) > | Pt f () = [ ()], (4.16)

. 1 .
pentru orice cg > ¢1 > — =gy min{z,1 —z}.



Capitolul 5

Metode de sumare aplicate
operatorilor

Aceast capitol contine rezultate pe care autoarea le-a prezentat in lucrarea
[42], in colaborare cu Radu Paltanea.

Daca consideram produsul scalar indus de o pondere pe spatiul functiilor de
patrat integrabile In raport cu aceasta pondere si o familie ortonormata in acest
spatiu, atunci fiecarei functii din acest spatiu i se poate atasa seria Fourier gene-
ralizata. Este bine cunoscut ca, de regula, sirul sumele partiale ale seriei Fourier
atagate unei functii din acest spatiu, nu converge uniform pe interval la functia
data, (Teorema Lozinsky si Harshiladze, [57]) desi ele pot converge punctual,
precum si in norma indusa de produsul scalar. Un exemplu clasic il constituie
sirul sumelelor partiale Fourier trigonometrice (fenomenul lui Gibbs).

In cazul seriilor Fourier trigonometrice, Fejér a demonstrat ca in cazul in
care se construieste sirul operatorilor obtinuti ca media Cesaro a sumelor partiale
Fourier, numiti operatorii lui Fejér, acestia sunt liniari gi pozitivi si au proprietatea
de aproximare uniforma a functiilor continue.

Mai recent, s-a aratat ca operatori liniari si pozitivi ai lui Durrmeyer [24], sau
mai general, operatorii Durrmeyer cu pondere Jacobi, [50] care au proprietatea
de aproximare uniforma a functiilor continue pe intervalul [0, 1] se pot reprezenta
ca sume partiale Fourier modificate de polinoame Legendre si respectiv Jacobi.
Aceast capitol evidentiaza faptul ca atat operatorii lui Durrmeyer cat gi Dur-
rmeyer cu pondera Jacobi pot fi construiti prin aplicarea unor metode regulate de
sumare aplicate girurilor sumelor partiale ale dezvoltarii generalizate Fourier de
polinoame ortogonale.

Capitolul este organizat astfel: in primele sectiuni sunt prezentate generalitati
privind seriile Fourier trigonometrice si operatorii lui Fejer, seriile Fourier gener-
alizate, proiectori gi metode de sumare. Ultima sectiune contine rezultatele de
baza, care constituie partea originala din acest capitol.
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5.1 Generalitati privitoare la metodele de sumare
Consideram multimea tuturor sirurilor reale:

8 = {ofo = (sn)n=0}

pe care se pot defini notiunile de adunare si Inmultire cu un numar real. Datorita
acestui fapt, 8 poate fi privit ca un spatiu vectorial.

In continuare, un sir (sp)p>0 se va nota (sp), sau, mai simplu, sub forma:

(8n)-

Definitia 5.1.1. Se numeste transformare o aplicatie T definita pe o submultime
T(F) al lui 8 care duce un element o € F(T) intr-un element din 8, notat To.

Definitia 5.1.2. Fie F(T) = {0 € 8|To exista}. Transformarea T se numeste
lintara daca urmadatoarele relatii sunt adevarate:

T(o+71)=To+Tr, T(a-0)=a-To oT1€8 ack.
Introducem urmatoarele notatii:

8¢ = {o € 8|o converge}.
FT) = {ce€TF(T)|To e 8};

Consideram, apoi, aplicatia:
lim: 8. — R,
operatorul care atageaza unui sgir convergent, limita sa. De asemenea, notam cu:
T —1lim: F.(T) — R,
operatorul generalizat care atageaza limita unui sir din spatiul F.(7T'), definit prin:
T — lim = lim oT.

Definitia 5.1.3. Cu notatiile anterioare i (s,) avem:

T —lim((sy)) = lim (¢,), (5.1)

n—o0

unde (t,) = T((spn))-
Atunci, in caz ca exista, T — lim se numeste limita generalizatd indusd de
transformarea T.

Definitia 5.1.4. O transformare se numeste requlatd dacd transformd sirurile
convergente in siruri convergente cu aceeasi limita.
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In continuare, consideram transformari generate de matrici, numite trans-
formari matriciale.

Fie matricea:

Qoo Qg Ce Qon,

A11 Qg2 Qin
A= (anm) =

QApo Ap1 .. Qpm

Consideram transformarea T4 : F(T) — 8 care asociaza unui sir (s,) pe (t,)
definit astfel:

[o.¢]
ty = Z AnmSm, N >0, (5.2)
m=0

unde F(A) este format din acele siruri (s,) pentru care seriile de mai sus sunt
convergente pentru orice n.

Definitia 5.1.5. Fie matricea A = (anm). Daca transformarea Ty este regulata,
matricea A se numeste requlatd.

Teorema 5.1.1. (Petersen, [5}]) Fie matricea A = (anm). Avem
a) (Ta)o exista pentru orice gir marginit o, daca $i numai daca:

o0

E |anm| converge pentru orice n.

m=0

b) (Ta)o exista pentru orice gir marginit o, daca gi numai daca (Ta)o exista
pentru orice sir o care este convergent la 0.

Teorema 5.1.2. (Petersen, [5}]) O conditie necesara si suficientd pentru ca ma-
tricea A = (apm) sa transforme orice sir marginit intr-un sir marginit este sa 3k

astfel incat:
o0

Z |anm| < k pentru orice n.

m=0
In continuare, ne ocupim de conditiile satisfacute de o matrice regulata.
Teorema 5.1.3. (Petersen, [54]) [ Teorema Schur] Matricea (anm,) este requlata

daca si numai daca:

(i) 3K astfel incat: > |anm| < K, Vn;
m=0

(i) Vm,nhﬁmOO anm = 0;

.. . &0
(iii) nh_)moo p2) Apm = 1.
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Definitia 5.1.6. Se numeste matrice Schur o matrice care transforma orice sir
marginit intr-un gir convergent.

Teorema 5.1.4. (Petersen, [5}]) Pentru ca o matrice A=(anm) sd fie o matrice
Schur, sunt necesare §i suficiente urmdatoarele conditii:

(i) (3) Im apm, Vm;

n—=o0

o0
(ii) > |anm| converge ¥n si convergenta este uniformd in raport cu n.
m=0

Corolar 5.1.1. Daca A = (anm) este requlata, exista un gir mdrginit care este
transformat prin A intr-un sir divergent.

Corolar 5.1.2. Matricea A = (anm) face sa convearga spre 0 toate girurile
o0
marginite dacd si numai dacd Yy, |anm| converge ¥n gi
m=0
oo
lim ZO || = 0. (5.3)
m=

O clasa importanta de matrici este clasa matricilor Toeplitz.

Definitia 5.1.7. O matrice

A= (anm)n,mZOa

se numeste matrice Toeplitz daca este triunghiular inferioard, adica are propri-
etatea apm = 0 daca m > n.

In cazul matricilor Toeplitz, Teorema 5.1.1 nu mai este necesara, deoarece
pentru orice matrice Toeplitz A si pentru orice sir o, (T4)o exista.

De asemenea, in cazul matricilor Toeplitz, limita generalizata de siruri se scrie
mai simplu prin:

A — lim s, := lim ¢, (5.4)
n—o0 n—oo
unde
n
t, = Z AnmSm, 1 > 0. (5.5)
m=0

Definitia 5.1.8. Douda metode matriciale A si B se numesc consistente dacd pen-
tru orice sir (s,) care este facut convergent prin ambele metode, limitele sunt
egale:

A—lims, = B —lims,.

Definitia 5.1.9. O familie T de metode care transformada sirurile marginte in siruri
marginite se numeste consistentd daca oricare doud metode din T sunt consistente.
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Definitia 5.1.10. Fiind date doud metode care transforma sirurile marginte in
sirurt marginite Th st Ta, daca orice sir Ty-convergent este convergent cu si prin
transformarea 11 $i cu aceasi limita, spunem ca Ty este mai puternica decat Th
st notam: Ty O Th.

Definitia 5.1.11. Fie A si B douda matrici. Spunem ca A este mai puternica
decat B, daca transformarea Ty este mai puternicd decat transformarea Tp.

Teorema 5.1.5. (Petersen, [54]) Metoda T este mai puternica decat metoda Tg
daca st numai daca metoda T 4.g-1 este regulata.

Definitia 5.1.12. Fie doud familii de metode care transformd sirurile marginte in
siruri marginite Ty st To. Spunem cd familia T1 este mai puternicda decat familia
To dacd pentru orice gir (sp) care este facut convergent de una dintre metodele
Ty € Ty, exista o metoda Ty € Ty care transforma sirul (s,) intr-un gir convergent
astfel incat:
T, —lims, = 15 — lim s,,.
Scriem atunci:
T D To.

Definitia 5.1.13. Familia de matrice A este mai puternicd decdt familia de ma-
trice B daca familia de metode asociata lui A, T, este mai puternica decdt
famiia de metode asociatd lui B, Tg.

Spunem ca metoda data de

So+ ...+ Sp

t, =
" n+1

se numeste Metoda Cesaro de ordinul 1.

Teorema 5.1.6. (Petersen, [5}]) Metoda Cesaro este o metoda regulata.

Pentru metoda Cesaro de ordin superior, consideram sirul (s,)n>0. Definim
sumele de ordin superior astfel:

sh =804+ 8p,m >0, (5.6)

skﬂ:slg%—w-—l—sﬁ,nzO,kzl.

n

Putem scrie:

n
sk = Zaﬁjsj,n >0,k >1.
=0

Se demonstreaza prin inductie dupa k urmaéatoarea formula:

n+k—j5—1
ajgj:( k_{ > (5.7)



40

Metoda lui Cesaro de ordin k este definita de matricea triunghiulara inferioara:

Ck = (C'Irczm)n,mZ()a k 2 17 (58)
unde
O.k
M pentru 0 < m < n,
cﬁm: Urlij (59)
7=0
0 , pentru m > k.
Avem:
N = (ntk—j-1\
o = Z( k- >_
7=0 j=0
o ([(nrk—5\ (n+k—j-1\] _
o< k k -
7=0
_ (nt+k\ (k-=1\ _
— N f —
_ (n+k
= N )
inﬁnal,
-1
k k k n+k n+k—m-—1
= n,m n,m — . 1
= = ("7) (" (5.10)

Deci, transformatul sirului (s,,) este sirul (¢,) definit astfel:

n
k
t, = E CrmSm-
m=0

Teorema 5.1.7. (Petersen, [54]) Matricea Cesaro de ordin k este regqulatd.

Teorema 5.1.8. (Petersen, [54]) Daca k1 < ko, atunci metoda de sumare (C, k2)
este mai puternicd decdt metoda de sumare (C,ky).

5.2  Sumele partiale Fourier-Jacobi modificate

Vom arata ca pentru sumele partiale Fourier-Legendre si Fourier-Jacobi se
pot aplica transformari cu matrice de convergenta Toeplitz, astfel incat operatorii
rezultati sa aiba proprietatea de aproximare uniforma a tuturor functiilor con-
tinue. Prin aceste modificari se corecteaza rezultatul negativ de convergenta din
teorema lui Lozinsky si Harshiladze.

Aceste modificari sunt analoage modificarii sumelor Fourier trigonometrice
care conduc la operatorii lui Fejer, obtinuti aplicind metoda de sumare Cesaro
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sumelelor partiale Fourier.
Pe intervalul [0, 1] consideram ponderea Jacobi p(t) = t*(1 — t)*,a > —1,b >
—1. Aceasta pondere introduce produsul scalar pe C([0, 1]), dat de:

1
< g Sar= /0 FBg(t)e(1 — t)bdt, f.g € C([0,1)). (5.11)

Notam pf{b polinoamele ortogonale Jacobi de grad n atasate ponderii p(t) care sat-

isface ecuatiile (p?;b, p?ﬁb>a7b = 0p,m. Seriile formale Fourier-Jacobi atasate functiei
f € C([0,1]) este:

o0

F@) > (05 as - P (@), @ €[0,1]. (5.12)

n=0

Printr-o simpla translatie, seria Fourier-Jacobi similara a functiei f € C([—1,1])
poate fi construita inlocuind intervalul [0, 1] cu intervalul [—1, 1] si ponderea p, cu
p(x) = (1 — 2)%(1 + x)°. Proprietatile celor doua serii sunt similare.

Deoarece sumele partiale de grad n ale seriei (5.12) sunt proiectori pe spatiile
polinoamelor II,,, din teorema Lozinschi-Harshiladze, seria (5.11) nu converge uni-
form la f pe intervalul [0, 1], pentru orice functie f € C([0,1]).

Pentru a extinde domeniul de convergenta a seriei (5.12) putem aplica metode
generalizate de sumare. Dacd A = (anm)n,m este o matrice Toeplitz, atunci
aplicim transformarea datd de matricea A sumelor partiale ale seriei (5.12).
Anume, dacd notam cu (s,) sirul sumelor partiale, consideram limita generali-
zatd a acestora potrivit formulelor (5.4), (5.5).

Metoda de sumare (C,1) aplicata sirului seriei partiale Fourier conduce la
operatorii Féjer, care confera proprietatea de aproximare uniforma pentru toate
functiile continue si periodice, in timp ce sirul seriei partiale Fourier are doar
proprietatea de aproximare punctuala.

In cazul seriei J acobi, metodele de sumare au fost aplicate doar pentru a obtine
o convergenta punctuala in capetele intervalului. De exemplu, in Szegé ([65]) este
dat urmatorul rezultat:

Teorema 5.2.1. (Szegd [65]) Fie f(x) o functie continud pe [—1,1]. Dezvoltarea
lui f(z) in serie Jacobi cu ponderea p(z) = (1—z)(1+2)°, a,b > —1, z € [1,1]

este (C, k)—sumabila in x =1 daca k > a + 3 In general, nu este adevarat dacd
1 .
k=a+ 5 In mod analog, aceasta are loc pentru x = —1, a fiind inlocuit cu b.

Mai recent, problema sumabilitatii Norlund pentru seria Jacobi a unei functii
f € C([-1,1]) dar tot numai punctual in capetele intervalului [—1, 1] a fost stu-
diata in: Gupta ([30]), Thorpe ([67]), Singh ([58]) si Chandra ([19]).

In aceasti sectiune, evidentiem faptul cd existd o metodd de sumare care
permite Insumarea uniforma a seriei Jacobi-Fourier pentru toate functiile continue.
Metoda se bazeaza pe reducerea problemei de insumare a seriei partiale Jacobi-
Fourier la problema convergentei uniforme a sirului operatorilor Durrmeyer cu
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ponderea Jacobi. Rezultatul principal consta in demonstrarea faptului ca aceasta
metoda este mai puternica decat toate metodele Cesaro de orice ordin.

Folosim conventia ca (f) = 0, dacad p,r € Z si conditia 0 < r < p nu este
satisfacutd. Notam N := {1,2,...} si Ny := NU {0}.

Operatorii Durrmeyer cu pondere Jacobi p(t) = t¢(1 — t)®,a > —1,b > —1 au
fost introdusi, mai intai, in [50], apoi studiati in multe alte lucrari ( vezi [51], [12]
sau [53]) si sunt definiti astfel:

n

My (f)() = Y

k=0

n 1
= (a n a1 —¢)b T
= @tbneny ( /0 FOPar (D1 — 1) dt>pn,k( )

<pTL,k7f >a,bp k(x)
< Pn,k,€0 >ab " ’

unde f € L([0,1]), z € [0,1], n € Nya > —=1,b > =1 si < 0,9 >qp, 0,0 €
L([0,1]).

In cazul particular a = 0,b = 0, acesti operatori devin operatorii Durrmeyer,
introdusi in [25] si iIn mod independent, in [39].

. b C e . o :
Operatorii M;;” sunt liniari si pozitivi. O proprietate de bazi a operatorilor
acestia este data in teorema urmatoare.

Teorema 5.2.2. (Paltanea, [50]) Pentru orice f € C([0,1]), avem:

lim M**(f)(x) = f(x), uniform pentruz € [0,1]. (5.13)

n—oo

Operatorii M2 (f)(x) pot fi reprezentati si sub forma de sume partiale Fourier
modificate In raport cu produsul scalar definit anterior.

Acest lucru a fost descoperit de catre Dierrennic in cazul ¢ = 0, b = 0,
in lucrarea [24] si a fost extins pentru cazul general ¢ > —1, b > —1 in lucrarea
[50]. Aceasta reprezentare descrie complet structura spectrala a acestor operatori.
Avem:

Teorema 5.2.3. (Pdltanea, [50]) Operatorii My admit o reprezentare in forma:

n

My (f) (@) = Y X aspi (@), f € L([0,1]), @ € [0,1], n €N, (5.14)

m=0

unde pfﬁb sunt polinoamele Jacobi, normate de conditia < p?ﬁb,pgﬁb >ap=1 st

Fn+1I'(n+24+a+0)
<m < 5.15
Fn—m+1DI(n+m+2+a+b)’ =M= (5.15)

ab __
)‘n,m -

I' fiind functia Gamma.
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(ab

Pentru a > —1, b > —1, considerim matricea infiniti I'*? = Yn'm)n,m, unde

n!T'(n+2+a+b)(2m+2+a+b)
~yob (n—m)IT(n+tm+3+a+d) °* bsm=n (5.16)
0, m >mn > 0.

Notam cu T'%* — lim,, .o @y, limita generalizatd a sirului (a,), in functie de
metoda datd de I'*? si de T'%b — Y one o an, suma generalizatd a seriei Y 2 ap, cu
metoda de sumare data de T'%°,

Rezultatul fundamental pe care dorim sa il evidentiem este ca reprezentarea
operatorilor M" dati in formulele (5.14), (5.15) poate fi interpretata ca rezultatul
aplicdrii transformarii dati de matricea T sirului sumelor partiale ale seriei
(5.12). Astfel, avem:

Teorema 5.2.4. [42] Sirul operatorilor (M2),>o poate fi scris in forma:

M&b(f Zy“b Sab(f)(z), fe L([0,1]), z € [0,1], n € N, (5.17)

n,m=m

unde

S (1) @) = St (@), (5.18)
k=0

Primul rezultat principal este urmatoarea teorema.

Teorema 5.2.5. [42] Pentru orice f € C([0,1]), a > —1, b > —1 avem:

T = (o) aspy” (2) = (), 2 € [0,1] (5.19)

n=0
st convergenta seriei este uniforma in functie de x.

Observatia 5.2.1. Din teorema precedenta, concluzionam ca matricea regulata
I'%® realizeaza sumarea seriei (5.12).

5.3 Comparatia noii metode de sumare cu metodele
Césaro

Lema 5.3.1. [{2] Fie k € N. Inversa matricii C* definitd in (5.10) este matricea
Fi=(CH)™, D* = (dk ) nm, unde

+k k
dk — (_1)n+m (mk )(n—m)’ n—k<m<mn, (520)
fhm 0, 0<m<n—Fksaum>n.
Notam
T
af = niL(n + c) c>0,neN, meNy, 0<m<n. (521

T (n—m)IT(n+m+c)’
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Observam ca:

)\Z’fn: pentru0 <m <n, dacac=a+b+2, a> -1, b>—-1. (5.22)

nm?

De asemenea,

I(n —1)!
;’mgagvm: (n—ni)(‘?njw)n—l)‘? 0<m<n,n>1,c¢c>0. (5.23)

Intr-adevar, avem:

Am  T(n+c)l(n+m) WIL—[ n+j

o = <1
aym  L)(n+m+c) n+c+j

Pentruc>0,p € Ng, n € N, m € Ny, 0 < m < n — p stabilim:

V4
ven, =3 (-1) (p> oS s (5.24)

Lema 5.3.2. [42] Fie p € Ny, ¢ > 0.
i) Exista coeficientii reali dap;, 0 < i < p, astfel incdt pentru orice n € N si

orice m € Ng, 0 <m <n — 2p, are loc:

p 21
P
e <y d2p7iw Sl (5.25)

npti n,m
i=0
ii) Ewxistd coeficientii reali dopy13, 0 < i < p, astfel incat pentru orice n € N si
oricem € Ng, 0 <m <n—2p—1, are loc:

(m+c+2p+1)%H!
Uc 2p+1| < Z d2p+1 % np+1+i : agL,m‘ (526)

Corolar 5.3.1. [/2] Pentru orice p € N si ¢ > 0 avem:

1\” kP
uen, | < O ymaxd (—= ), (2 ap s 0<m <, (5.27)
’ P Vn n

unde
el
cL, = (max{l,k}> ;d i (5.28)

Lema 5.3.3. [{2] Pentru numere reale k > 1 si p > 1, existd o constantd C,f,p
astfel incat

Bty = (M) g < e, (529)
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pentru toate numerele intregi 0 < m < n.

Corolar 5.3.2. [42]
Pentru orice k € N si orice numar real ¢ > 0 exista o constanta C,%’C astfel
incat: )
m
( N >]Uc’7ﬁl+1| <C k, pentru toti intregit 0 < m < n. (5.30)

Lema 5.3.4. [42] Pentru orice numere intregik > 1,0 < m < n—k+1 si numere
reale a > —1, b > —1, notam c = a + b+ 2 si avem:

mtk—1mtk—1—p k-1
p+k ab m+k c,k—j
> () P (e e
j=0

Corolar 5.3.3. [42] Pentru orice numdar intreg k > 1 si orice numere a > —1,
b> —1, notand c = a+ b+ 2, exista o constanta C’fk astfel incdt avem:

m+k— 1m+k1,u
A
PO I () (3 it <

oricare ar fi numerele intregi m,n astfel incat 0 < m <n—k+1.

< Ciy (5.32)

Rezultatul central al acestei sectiuni este dat de teorema urmatoare.

Teorema 5.3.1. [}2] Metoda de sumare data de matricea et cua>—-1,b>—1
este mai puternicd decat toate metodele Césaro (C, k), k € N, k> 1.
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