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Bibliografie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97 47



2



3

Tema abordată

Lucrarea de fat, ă este dedicată metodelor de aproximare folosind operatori
liniari s, i pozitivi. Aces,tia din urmă sunt esent, iali ı̂n cadrul teoriei aproximării
funct, iilor s, i realizează nu numai o aproximare oricât de bună a funct, iilor, dar au
s, i capacitatea de a păstra anumite proprietăt, i speciale ale funct, iilor.

Un rezultat fundamental ı̂n teoria aproximării funct, iilor continue ı̂l constituie
posibilitatea aproximării oricât de bune ı̂n norma uniformă a unei funct, ii continue
pe un interval ı̂nchis s, i mărginit cu polinoame algebrice. Acest fapt a fost demon-
strat de matematicianul german Karl Weierstrass la sfârs, itul secolului al XIX-lea.
De asemenea, această teoremă poate fi demonstrată utilizând s, iruri de operatori
polinomiali, construit, i cu operatori liniari s, i pozitivi, cum ar fi s, irul polinoamelor
lui Bernstein.

Teoria aproximării prin operatori liniari s, i pozitivi s-a dezvoltat, ı̂n mod de-
osebit, după descoperirea, ı̂n mod independent, a matematicienilor Popoviciu,
Bohman s, i Korovkin a condit, iilor de aproximare uniformă a unei funct, ii continue,
folosind astfel de operatori.

O contribut, ie importantă ı̂n acest domeniu l-au avut ı̂n ultimii zeci de ani s, i
matematicieni români.

Pentru evaluarea ordinului de aproximare a funct, iilor, instrumente de bază
sunt modulii de continuitate s, i K-funct, ionalele.

Teoria aproximării prin operatori liniari s, i pozitivi face apel la aplicarea unor
metode generale de analiză clasică, de analiză funct, ională, de teoria probabilităt, ilor,
etc.

Lucrarea prezentată cont, ine mai multe capitole care abordează diferite aspecte
ale teoriei aproximării. Aceasta reflectă varietatea de probleme s, i metode care
apar ı̂n teoria aproximării. Fundamentul comun ale acestor cercetări ı̂l reprezintă
operatorii liniari s, i pozitivi.

Pentru realizarea acestei lucrări, am beneficiat de ajutorul primit din partea
conducătorului de doctorat: prof. univ. dr. Radu Păltănea, cu care am publicat
s, i o lucrare ı̂n comun s, i membrilor din comisia de ı̂ndrumare: prof. univ. dr.
Marin Marin, prof. univ. dr. Dorina Răducanu, conf. univ. dr. Marius Birou,
prof. univ. dr. Mihai N. Pascu, lect. univ. dr. Maria Talpău Dimitriu, cu ultimii
doi ment, ionat, i având articole ı̂n colaborare. Le mult,umesc ı̂n mod deosebit pe
această cale.
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Lista de notat, ii, simboluri s, i abrevieri

Vom introduce notat, iile necesare ı̂nt,elegerii de deplin a lucrării de fat, ă.

i) F (X) este spat, iul tuturor funct, iilor reale definite pe mult, imea X;
C(X) este spat, iul tuturor funct, iilor reale continue pe mult, imea X;
B(X) este spat, iul tuturor funct, iilor reale mărginite pe mult, imea X;
CB(X) := C(X) ∩B(X);
W 2

∞([a, b]) este spat, iul tuturor funct, iilor f pe intervalul [a, b] pentru care f ′

este absolut continuă s, i |f ′′| ≤M pentru un anumit M ;
UCB(X) este spat, iul tuturor funct, iilor reale mărginite s, i uniform continue
pe mult, imea X;

ii) Lp(I) este spat, iul claselor de funct, ii definite pe I cu puterea p a modulului
integrabilă, p > 0;

iii) L(f) sau Lf este funct, ia obt, inută prin aplicarea operatorul L asupra funct, iei
f , iar L(f)(x) este valoarea lui L(f) calculată ı̂n punctul x. Vom mai nota
ocazional (Lf)(x) s, i L(f, x) ı̂n loc de L(f)(x);

iv) ej(t) = tj , j = 0, 1, 2, ... sunt funct, iile monomiale;

v) Ψ(x) = x(1− x) este o funct, ie definită pe intervalul [0, 1];

vi) B(x, y) este funct, ia Beta cu două variabile x > 0 s, i y > 0 definită astfel:
B(x, y) =

∫ 1
0 t

x−1(1 − t)y−1dt s, i Γ(x) este funct, ia Gamma definită astfel:
Γ(x) =

∫∞
0 tx−1e−tdt;

vii) Folosim notat, iile standard:

N0 = N ∪ {0}, Rs
+ = {x = (x1, ..., xs)|xi ≥ 0},

x = (x1, ..., xs) ∈ Rs
+, s ∈ N, |x| = x1 + ...+ xs,

k = (k1, ..., ks) ∈ Ns
0, |k| = k1 + ...+ ks, k! = (k1!, ..., ks!),

xk = (xk11 , ..., x
ks
s ),

(
n

k

)
=

n!

k! · (n− |k|)!
, n ∈ N,

k

n
=
(k1
n
, ...

ks
n

)
,

∆ = {x ∈ Rs
+| |x| ≤ 1}, Λn = {k ∈ Ns

0| |k| ≤ n}. (1)



Capitolul 1

Introducere

În acest capitol vom evident, ia fundamentele teoretice care stau la baza dome-
niului studiat.

1.1 Teoreme generale de aproximare a funct, iilor prin
operatori liniari s, i pozitivi

Teorema formulată de matematicianul român Tiberiu Popoviciu ([56]) este
prima teoremă generală care dă condit, ii suficiente, exprimate cu ajutorul mo-
mentului de ordin doi, pentru ca anumite s, iruri de operatori liniari s, i pozitivi să
aproximeze uniform funct, iile continue.

Teorema lui Bochmann ([14]) arată că pentru ca un s, ir de operatori dintr-o
anumită clasă de operatori liniari s, i pozitivi să aibă proprietăt, i de aproximare,
este suficient ca s, irul să reus,ească să aproximeze trei funct, ii, numite funct, ii test,
formate din primele funct, ii monomiale.

Teorema lui Korovkin ([34]) extinde teorema lui Bochmann prin faptul că s, irul
de operatori liniari s, i pozitivi este general, iar cele trei funct, ii test pot fi orice trei
funct, ii care formează un sistem Cebâs,ev [7].

În ceea ce urmeză, vom prezenta cele trei teoreme amintite anterior.

Teorema 1.1.1. (Popoviciu, [56])

Fie Ln : C([a, b]) −→ C([a, b]) un şir de operatori de forma:

Ln(f)(x) =

mn∑
i=1

f(xn,i)ρn,i(x),

cu xn,i ∈ [a, b], ρn,i(x) ≥ 0, x ∈ [a, b],mn ∈ N.
Dacă:

i) Ln(e0)(x) = 1, x ∈ [a, b];

ii) lim
n−→∞

Ln((e1 − x)2)(x) = 0 uniform ı̂n raport cu x, atunci

5
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lim
n−→∞

Ln(f)(x) = f(x)

uniform pe [a, b], ∀f ∈ [a, b].

Teorema 1.1.2. (Bochmann, [14])
Fie Ln : C([a, b]) −→ C([a, b]) un şir de operatori de forma:

Ln(f)(x) =

n∑
i=1

f(xn,i)ρn,i(x),

cu f ∈ C([a, b]), xn,i ∈ [a, b], ρn,i(x) ≥ 0.
Dacă:

lim
n−→∞

Ln(ej)(x) = ej(x), j = 0, 1, 2

uniform ı̂n raport cu x ∈ [a, b], atunci:

lim
n−→∞

Ln(f)(x) = f(x)

uniform pentru x ∈ [a, b], ∀f ∈ [a, b].

Definit, ia 1.1.1. Un operator L : C([a, b]) −→ F ([a, b]) se numeşte liniar şi
pozitiv dacă verifică condiţiile:

i) liniaritate: L(αf + βg) = αL(f) + βL(g), f, g ∈ C([a, b]), α, β ∈ R;

ii) pozitivitate: f ≥ 0 ⇒ L(f) ≥ 0.

Teorema 1.1.3. (Korovkin, [34])
Fie Ln : V ⊂ C([a, b]) −→ F ([a, b]) un şir de operatori liniari şi pozitivi, unde

V este un subspat,iu a lui F ([a, b]) care cont,ine funct,iile ρ0, ρ1, ρ2 ∈ C([a, b]) care
formează un sistem Cebâşev.

Dacă:
lim

n−→∞
Ln(ρj)(x) = ρj(x), j = 0, 1, 2

uniform ı̂n raport cu x ∈ [a, b], j = 0, 1, 2, ... atunci:

lim
n−→∞

Ln(f)(x) = f(x)

uniform pentru x ∈ [a, b], ∀f ∈ [a, b].

Varianta periodică a acestei teoreme este următoarea.

Teorema 1.1.4. (Korovkin, [34])
Fie spaţiul

C2π(R) = {f ∈ C(R) | f este 2π − periodică}.

Fie (Ln)n≥1 un şir de operatori liniari şi pozitivi din C2π(R) la F (R) astfel
ı̂ncât:

lim
n−→∞

Ln(g) = g
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uniform pe R pentru orice g ∈ {1, cos, sin}.
Atunci:

lim
n−→∞

Ln(f) = f

uniform pe R pentru orice f ∈ C2π(R).

Este important de subliniat că Teorema lui Korovkin nu se poate aplica ı̂n cazul
funct, iilor continue definite pe un interval care nu este compact. Există rezultate
care extind teorema lui Korovkin impunând condit, ii suplimentare. Ment, ionăm
următoarele rezultate.

Teorema 1.1.5. (Altomare, [7])
Fie (X, d) un spaţiu metric şi un subspaţiu latice E din F (X) care conţine

toate funcţiile constante şi toate funcţiile d2x, unde notăm cu dx(y) =: d(x, y). Fie
(Ln)n≥1 un şir de operatori liniari şi pozitivi din E ı̂n F (X) şi Y , o submulţime
a lui X astfel ı̂ncât:

i) lim
n−→∞

Ln(1) = 1 uniform pe Y ;

ii) lim
n−→∞

Ln(d
2
x) = 0 uniform cu x ∈ Y.

Atunci ∀f ∈ E
⋂
UCB(X) are loc lim

n−→∞
Ln(f) = f uniform pe Y.

Teorema 1.1.6. (Altomare, [7])
Fie (X, d) un spaţiu metric local compact şi un subspaţiu latice E din F (X)

care conţine toate funcţiile constante 1 şi toate funcţiile d2x. Fie (Ln)n≥1 un şir
de operatori liniari şi pozitivi din E ı̂n F (X) astfel ı̂ncât:

i) lim
n−→∞

Ln(1) = 1 uniform pe X;

ii) lim
n−→∞

Ln(d
2
x) = 0 uniform pe submulţimile compacte ale lui X.

Atunci ∀f ∈ E
⋂
UCB(X) are loc lim

n−→∞
Ln(f) = f uniform pe submulţimile com-

pacte ale lui X.

Forma generală a unei teoreme de tip Voronovskaja pentru un s, ir de operatori
liniari s, i pozitivi (Ln)n, este următoarea.

lim
n−→∞

αn(Ln(f)(x)− f(x)) = E(x, f ′(x), f ′′(x), ...). (1.1)
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1.2 Moduli de continuitate s, i K-funct, ionale

Estimarea cu ajutorul modulilor de continuitate este o tehnică des folosită ı̂n
teoria aproximării funct, iilor. Modulul de continuitate este o măsură a variat, iei
valorilor funct, iei pe un interval sau, ı̂n alte cuvinte, al uniform continuităt, ii unei
funct, ii pe un interval.

K-funct, ionalele reprezintă un instrument important ı̂n teoria aproximării funct, iilor
s, i sunt echivalente cu modulii de continuitate. Acestea dau informat, ii asupra
funct, iilor folosind aproximarea lor cu alte funct, ii mai netede.

Definit, ia 1.2.1. Fie f ∈ B([a, b]) şi h > 0.

Definim modulul de continuitate de ordinul 1:

ω(f, h) = sup{| f(x)− f(y) |, x, y ∈ [a, b], | x− y |≤ h}. (1.2)

Propoziţia 1.2.1. (DeVore, Lorenz,[23])

Proprietăţile modulului ω sunt următoarele:

i) ω(f + g, h) ≤ ω(f, h) + ω(g, h), f, g ∈ B([a, b]), h > 0;

ii) ω(f, h1 + h2) ≤ ω(f, h1) + ω(f, h2), f ∈ B([a, b]), h1, h2 > 0;

iii) f ∈ C([a, b]) ⇒ lim
n−→∞

ω(f, h) = 0, h > 0;

iv) ω(f, λ) ≤ (1 +
λ

δ
)ω(f, δ), f ∈ B([a, b]), h > 0, λ > 0, δ > 0;

v) ω(f, h1) ≤ ω(f, h2), f ∈ B([a, b]), 0 ≤ h1 ≤ h2.

Definit, ia 1.2.2. Fie f ∈ B([a, b]) şi h > 0.

Definim modulul de continuitate de ordinul k:

ωk(f, h) = sup{| ∆k
ρf(x) | x, x+ kρ ∈ [a, b], 0 < ρ ≤ h}, (1.3)

unde

∆k
ρf(x) =

k∑
j=0

(−1)k−j

(
k
j

)
f(x+ kρ). (1.4)

Propoziţia 1.2.2. Proprietăţile modulului ωk sunt următoarele:

i) ωk(f + g, h) ≤ ωk(f, h) + ωk(g, h), f, g ∈ B([a, b]), h > 0;

ii) f ∈ C([a, b]) ⇒ lim
n−→∞

ωk(f, h) = 0, h > 0;

iii) ωk(f, λ) ≤
[
1 +

(λ
δ

)k]
ωk(f, δ), f ∈ B([a, b]), h > 0, λ > 0, δ > 0;

iv) ωk(f, h1) ≤ ωk(f, h2), f ∈ B([a, b]), 0 ≤ h1 ≤ h2.
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Teorema 1.2.1. (Shisha şi Mond,[60])
Fie Ln : C([a, b]) −→ F ([a, b]) un şir de operatori liniari şi pozitivi.
Avem:

| Ln(f)(x)− f(x) |≤| f(x) || Ln(e0)(x)− 1 | +(Ln(e0)(x)

+
1

h

√
Ln((e1 − x)2)(x)Ln(e0)(x))ω1(f, h),

unde f ∈ C([a, b]), x ∈ [a, b], h > 0.

Observaţia 1.2.1. Dacă luăm: h =
√
Ln((e1 − x)2)(x)Ln(e0)(x), rezultă:

| Ln(f)(x)− f(x) |≤| f(x) || Ln(e0)(x)− 1 | +(1 + Ln(e0)(x))ω1(f, µn(x)),

unde:
µn(x) =

√
Ln((e1 − x)2)(x)Ln(e0)(x).

Observaţia 1.2.2. Dacă ı̂n teorema precedentă alegem h = µn, unde µn este
norma funcţiei µn(x), obţinem:

∥ Ln(f)− f ∥≤∥ f ∥∥ Ln(e0)− e0 ∥ +(1+ ∥ Ln(e0) ∥)ω1(f, µn).

Din această formulă rezultă că şirul de operatori Ln verifică condiţiile din
teorema lui Korovkin, atunci Lnf converge uniform la f ; aceasta deoarece ı̂n
acest caz, µn −→ 0.

Teorema 1.2.2. (Păltănea, [53])
Dacă L : C([a, b]) −→ C([a, b]) este un operator liniar şi pozitiv, cu propri-

etatea că L(ej) = ej , j = 0, 1, atunci:

∥ L(f)− f ∥≤ 3

2
ω2(f, µ),

unde µ = sup
x∈[a,b]

√
L((ei − x)2, x).

Definit, ia 1.2.3. Fie (X, ∥ · ∥X) un spaţiu normat. Fie Y ⊂ X subspaţiu,
ı̂nzestrat cu seminorma | · |Y . Se defineşte:

K(X,Y, x, t) = inf{∥ x− y ∥ +t | y |Y , y ∈ Y }, x ∈ X, t > 0.

Definit, ia 1.2.4. În cazul particular, X = C([a, b]), Y = Ck([a, b]), k ∈ N, k ≥ 1,
avem:

Kk(f, t
k) = K(C([a, b]), Ck([a, b]), f, tk) = inf{∥ f−g ∥ +tk ∥ g(k) ∥, g ∈ Ck([a, b])}.

Teorema 1.2.3. (Johnen,[32])
Pentru orice interval [a, b] şi orice k ∈ N există două constante Ck

1 , C
k
2 care

depind numai de k şi de intervalul [a, b] astfel ı̂ncât:

Ck
1ωk(f, t) ≤ Kk(f, t

k) ≤ Ck
2ωk(f, t),∀f ∈ C([a, b]),∀t > 0.
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Prezentăm tipurile de operatori clasici pe care ı̂i vom utiliza ı̂n lucrare.

1.3 Operatorii Bernstein

Operatorii Bernstein reprezintă o clasă de operatori care a captivat atent, ia
matematicienilor prin abilitatea lor de a aproxima funct, ii ı̂ntr-un mod elegant
s, i eficient. Numele lor poartă numele matematicianului rus Serghei Natanovich
Bernstein, care a jucat un rol crucial ı̂n dezvoltarea teoriei aproximării s, i ı̂n for-
mularea rezultatelor semnificative asociate acestor operatori.

În afară de faptul că operatorii Bernstein reus,esc să aproximeze funct, iile con-
tinue, au o serie de alte proprietăt, i remarcabile, cum ar fi: aproximarea simultană
s, i păstrarea anumitor clase de funct, ii. În plus, ei sunt us,or de calculat, ceea ce-i
face deosebit de utili ı̂n practică.

Aces,ti operatori au constituit punctul de plecare pentru construct, ia multor
altor s, iruri de operatori de aproximare. Există o foarte bogată literatură legată
de operatorii lui Bernstein din care ment, ionăm doar monografia [37] sau recenta
monografie [17].

În esent, ă, operatorii Bernstein se construiesc folosind polinoamele fundamen-
tale, notate bn,k, cu 0 ≤ k ≤ n, definite mai jos, care formează o bază algebrică a
polinoamelor de grad n, numită baza Bernstein.

Fie n ∈ N. Introducem operatorii Bernstein: Bn : C([0, 1]) → C([0, 1]),

Bn(f)(x) =
n∑

k=0

bn,k(x)f(
k

n
),

unde

bn,k(x) =

(
n
k

)
xk(1− x)n−k, k = 0, n, x ∈ [0, 1].

Teorema 1.3.1. (Bustamante, [17])

Operatorii Bernstein au următoarele proprietăt,i:

i) sunt liniari s, i pozitivi;

ii) Pentru orice n ≥ 1, avem:

Bn(f)(0) = f(0), Bn(f)(1) = f(1);

iii)
∑n

k=0 bn,k(x) = 1;

iv) Bn(e0)(x) = 1;
Bn(e1)(x) = x;

(Bn(e2)(x) = x2 +
x(1− x)

n
;
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v) ||Bn|| = 1;

vi) (1) Dacă f este convexă pe [0, 1] atunci

∀n ∈ N,∀x ∈ (0, 1), Bn(f)(x) ≥ Bn+1(f)(x),

iar dacă f este concavă pe [0, 1] atunci are loc inegalitatea inversă;

(2)Dacă f este convexă pe [0, 1] atunci

∀n ∈ N,∀x ∈ (0, 1), Bn(f)(x) ≥ f(x),

iar dacă f este concavă pe [0, 1] atunci are loc inegalitatea inversă;

vii) Există o constantă C > 0 pentru care:

|Bn(f)(x)− f(x)| ≤ Cω(f,
1√
n
),∀x ∈ [0, 1];

viii) Există o constantă C > 0 pentru care:

|Bn(f)(x)− f(x)| ≤ C
1√
n
ω(f ′,

1√
n
), ∀f ∈ C1([0, 1]), ∀x ∈ [0, 1].

Observaţia 1.3.1. Putem calcula integrala funct, iei din bn,ν(x) pe intervalul [0, 1]
cu ajutorul funct, iei Beta:∫ 1

0
bn,ν(x)dx =

(
n
ν

)∫ 1

0
xν(1− x)n−νdx

=
1

n+ 1
.

In continuare prezentăm câteva rezultate de bază privitoare la operatorii lui
Bernstein.

Teorema 1.3.2. (Lorenz, [38])
Pentru o funct,ie f(x) mărginită pe [0,1], relat,ia:

lim
n→∞

Bn(f)(x) = f(x)

are loc ı̂n fiecare punct de continuitate x al funct,iei f . De asemenea, relat,ia are
loc pe intervalul [0, 1] dacă f(x) este continuă pe interval.

Reamintim notaţia Ψ(x) = x(1− x), x ∈ [0, 1].

Teorema 1.3.3. (Voronovskaja, [72])
Dacă f este mărginită pe intervalul [0, 1], derivabilă ı̂ntr-o vecinătate a lui x

s, i are a doua derivată f ′′(x) pentru x ∈ [0, 1], atunci:

lim
n→∞

n
[
Bn(f)(x)− f(x)

]
=

Ψ(x)

2
f ′′(x). (1.5)
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Dacă f ∈ C2([0, 1]), convergent,a este uniformă.

Teorema 1.3.4. (Păltănea, [53])
Pentru orice funct,ie f ∈ C([0, 1]), are loc:

|f(x)−Bn(f)(x)| ≤
3

2
ω2

(
f,

√
Ψ(x)

n

)
, x ∈ [0, 1].

În cazul particular când f ∈ C1([0, 1]), avem:

|f(x)−Bn(f)(x)| ≤
1

2

√
Ψ(x)

n
ω
(
f ′, 2

√
Ψ(x)

n

)
, x ∈ [0, 1].

Avem urmatoarea proprietate de saturaţie locală.

Teorema 1.3.5. (Lorenz, [37]) Fie M > 0. Inegalitatea

Bn(f)(x)| ≤M
Ψ(x)

2n
+ ox

( 1
n

)
, x ∈ [0, 1], n = 1, 2, · · · (1.6)

este echivalentă cu condiţia

f ∈W 2
∞ şi ||f ′′||∞ ≤M, (1.7)

unde ox

( 1
n

)
este simbolul lui Landau.

Dacă vom considera polinoamele Bernstein pentru valori complexe z ı̂n afara
segmentului z ∈ [0, 1], presupunând că f(z) este o funct, ie analitică pe un domeniu
care cont, ine segmentul [0, 1], atunci avem următorul rezultat.

Teorema 1.3.6. (Lorenz, [38])
Fie a ∈ [0, 1] astfel ı̂ncât R ≥ a s, i R ≥ 1−a ceea ce asigură faptul că segmentul

[0, 1] este cont,inut ı̂n cercul |z − a| ≤ R. Dacă funct,ia:

f(z) =

∞∑
z=0

ck(z − a)k

este analitică pe un deschis care conţine discul |z − a| ≤ R, atunci:

lim
n→∞

Bn(z) = f(z) uniform pentru punctele z din discul |z − a| ≤ R.

1.4 Operatorii Stancu

Operatorii Bernstein-Stancu reprezintă o extensie s, i o generalizare a concep-
tului de operatori Bernstein, aducând o ı̂mbunătăt, ire a capacităt, ii de aproximare
a funct, iilor. Aces,ti operatori sunt denumit, i astfel ı̂n onoarea matematicianului
român D. D. Stancu ([62]) care i-a introdus s, i a contribuit semnificativ la dez-
voltarea s, i studiul lor.



13

Des, i baza teoretică rămâne ı̂nrădăcinată ı̂n polinoamele Bernstein, operatorii
Bernstein-Stancu permit o aproximare mai bună a anumitor clase de funct, ii, da-
torită utilizării a trei parametrii ce pot fi aleşi convenabil.

Fie 0 ≤ α ≤ β,m ∈ N. Introducem operatorii Bernstein-Stancu: P
(α,β)
m :

C
([ α

m+ β
,
m+ α

m+ β

])
→ C([0, 1])

Pα,β
m (f)(x) =

m∑
k=0

bm,k(x)f(
k + α

m+ β
),

unde bm,k sunt polinoamele lui Bernstein.

Teorema 1.4.1. (Stancu, [62])
Operatorii Stancu au proprietăt,ile:

i) Pα,β
m (e0)(x) = 1;

ii) Pα,β
m (e1)(x) = x+

α− βx

m+ β
;

iii) Pα,β
m (e2)(x) = x2 +

mx(1− x) + (α+ βx)(2mx+ βx+ α)

(m+ β)2
;

iv) ∀f ∈ C([0, 1]), lim
m→∞

P
(α,β)
m (f)(x) = f(x) uniform pe [0, 1];

v) Dacă α ∈ [0,
1

4
], β ∈ [α, 2α] sau α ∈ [

1

4
,
1

2
], β ∈ [4α2, 2α] atunci

|P (α,β)
m (f)(x)− f(x)| ≤ 3

2
ω
(
f,

1√
m+ 4α2

)
;

vi) Dacă α ∈
[1
4
,
1

2

]
, β ∈ [α, 4α2] sau α ≥ 1

2
, β ∈ [α, 2α] atunci

|P (α,β)
m (f)(x)− f(x)| ≤

(
1 +

4α2 + 1

2(β + 1)

)
ω
(
f,

1√
m+ 4α2

)
;

vii) Dacă β ∈ [
1

4
, 1], α ∈ [0, β −

√
β

2
] sau β ≥ 1, α ∈ [0,

β

2
] atunci

|P (α,β)
m (f)(x)− f(x)| ≤

(
1 +

4(β − α)2 + 1

2(β + 1)

)
ω
(
f,

1√
m+ 4(β − α)2

)
;

viii) Dacă β ≤ 1, α ∈ [β −
√
β

2
,
β

2
]
⋂
[0,∞] atunci

|P (α,β)
m (f)(x)− f(x)| ≤ 3

2
ω
(
f,

1√
m+ 4(β − α)2

)
.
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În [64], D. D. Stancu oferă o nouă generalizare:

(Sn,r,sf)(x) =

n−rs∑
j=0

pn−rs,j(x)

s∑
i=0

ps,i(x)f

(
j + ir

n

)
, (1.8)

f ∈ C([0, 1]), x ∈ [0, 1], unde n ∈ N s, i r, s ∈ N0 = N ∪ {0} sunt fixate astfel ı̂ncât
rs < n.

Operatorii Bernstein se obt, in ı̂n cazurile particulare s = 0 sau s = 1, r = 0
sau s = 1, r = 1.

1.5 Operatorii Kantorovich

Operatorii Kantorovich sunt o clasă importantă de operatori de aproximare
utilizat, i ı̂n teoria aproximării funct, iilor. Aces,ti operatori sunt aplicabili numai
funct, iilor integrabile. Ei au proprietatea remarcabilă de a invaria integrala

∫ 1
0 f(t)dt,

dacă f este funct, ia de aproximat.
Operatorii Kantorovich sunt definit, i astfel: Km : L1(0, 1) → C([0, 1])

Km(f)(x) = (m+ 1)

m∑
k=0

bm,k(x)

∫ (k+1)/(m+1)

k/(m+1)
f(t)dt,

unde bm,k sunt polinoamele Bernstein.

Teorema 1.5.1. (Agratini, [4]) Operatorii Kantorovich au următoarele proprietăt,i:

i) Km(e0)(x) = 1;

ii) Km(e1)(x) =
m

m+ 1
x+

1

2(m+ 1)
;

iii) Km(e2)(x) =
m(m− 1)

(m+ 1)2
x2 +

2m

(m+ 1)2
x+

1

3(m+ 1)2
;

iv) lim
m→∞

Km(f)(x) = f(x) uniform pe [0, 1], ∀f ∈ C([0, 1]),

lim
m→∞

Km(f)(x) = f(x), ∀f ∈ Lp([0, 1]), p ≥ 1;

v) Dacă f ∈ C([0, 1]) s, i x ∈ [0, 1] atunci

|Km(f)(x)− f(x)| ≤ 2ω
(
f,

1

2
√
m+ 1

)
.
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1.6 Operatorii Durrmeyer

Operatorii Durrmeyer au fost descoperit, i de Durrmeyer s, i independent de
Lupas, ([39]).

Operatorii Durrmeyer sunt operatori Bernstein modificat, i. Aces,ti operatori
au proprietăt, i remarcabile de convergent, ă s, i de aproximare, precum s, i proprietăt, i
remarcabile legate de structura spectrală s, i de verificarea unor ecuat, ii diferent, iale.

Fie m ∈ N. Operatorii Durrmeyer sunt definit, i astfel: Dm : L1([0, 1]) →
C([0, 1])

Dm(f)(x) = (m+ 1)
m∑
k=0

bm,k(x)

∫ 1

0
bm,k(t)f(t)dt,

unde bm,k sunt polinoamele Bernstein.

Teorema 1.6.1. (Derrienic, [24])
Operatorii Durrmeyer au următoarele proprietăt,i:

i) Dm(e0)(x) = 1;

ii) Transformă orice polinom de grad p, p ≤ m ı̂ntr-un polinom de grad p;

iii) lim
m→∞

Dm(f) = f(x) uniform pe [0, 1]∀f ∈ C([0, 1]);

iv) Dacă f s, i g sunt funct,ii integrabile pe [0, 1] atunci

∀m ∈ N,
∫ 1

0
Dm(f)(x)g(x)dx =

∫ 1

0
f(t)Dm(g)(t)dt;

v) Polinoamele lui Legendre sunt vectori proprii ai operatorului Dm,∀m ∈ N.
Valoarea proprie asociată polinomului Legendre de gradul n este:

λm,n =


(m+ 1)!m!

(m− n)!(m+ n+ 1)!
, n ≤ m

0, n > m
;

vi) Fie f integrabilă s, i mărginită pe [0, 1]. Dacă ı̂ntr-un punct x ∈ [0, 1] este de
două ori derivabilă, atunci

lim
m→∞

m(Dm(f)(x)− f(x)) = (1− 2x)f ′(x) + x(1− x)f ′′(x);

vii) Fie f integrabilă s, i mărginită pe [0, 1]. Dacă f admite o derivată de ordinul
r ı̂n x ∈ [0, 1], atunci:

lim
m→∞

dr

dxr
Dm(f)(x) =

dr

dxr
f(x);

viii) |Dm(f)(x)− f(x)| ≤ 2ω
(
f,

1√
2m+ 6

)
, ∀f ∈ C([0, 1]),∀m ≥ 3.
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1.7 Operatorii Beta

Funct, ia Beta B(x, y) =
∫ 1
0 t

x−1(1 − t)y−1dt, unde x, y > 0, t ∈ [0, 1] este uti-
lizată ca funct, ie pondere ı̂n definirea operatorilor Beta. Operatorii Beta, introdus, i
de A. Lupaş ([39]), sunt definit, i astfel:

Bn(f)(x) =

∫ 1

0

tnx(1− t)n(1−x)

B(nx+ 1, n+ 1− nx)
f(t)dt, f ∈ C([0, 1]), x ∈ [0, 1], (1.9)

unde B(u, v) este funct, ia Beta.

Teorema 1.7.1. (Lupas, , [39]) Operatorii Beta au următoarele proprietăt,i:

i) (Bnep)(x) =
(nx+ p)(nx+ p− 1) · · · (nx+ 1)

(n+ 2)(n+ 3) · · · (n+ p+ 1)
;

ii) lim
n−→∞

Bn(f)(x) = f(x) uniform ∀f ∈ C([0, 1]).

1.8 Operatorii Balázs

Operatorii Balázs pot fi folosit, i pentru a aproxima o funct, ie pe intervalul
nemărginit [0,∞). Pentru f ∈ C([0,∞)), operatorii Balázs ([8]) sunt definit, i
astfel:

(Rnf)(x) =
1

(1 + anx)n

n∑
j=0

(
n

j

)
(anx)

jf

(
j

bn

)
(1.10)

=
n∑

j=0

pn,j

(
anx

1 + anx

)
f

(
j

bn

)
, x ≥ 0, n ∈ N,

unde

pn,j(z) =

(
n

j

)
zj(1− z)n−j , z ≥ 0,

s, i (an)n, (bn)n sunt două s, iruri de numere reale pozitive alese corespunzător.

Teorema 1.8.1. (Balázs, [8])
Operatorii Balázs au următoarele proprietăt,i:

i)
1

1 + αnx

∑n
j=0

(
n
j

)
(αnx)

j = 1;

ii)
1

1 + αnx

∑n
j=0(j − bnx)

(
n
j

)
(αnx)

j =
−αnbnx

2

1 + αnx
;

iii)
1

1 + αnx

∑n
j=0(j − bnx)

2

(
n
j

)
(αnx)

j =
α2
nb

2
nx

4 + bnx

(1 + αnx)2
,

∀x ≥ 0 s, i αn =
bn
n
, bn > 0.



Capitolul 2

Construct, ia unor noi tipuri de
operatori de aproximare

În acest capitol, vom prezenta câteva metode de construct, ie a unor noi opera-
tori de aproximare. Capitolul este organizat ı̂n trei sect, iuni, fiecare sect, iune este
corespunzătoare unei metode de construct, ie a acestor operatori. Prima sect, iune
este dedicată construct, iei cu ajutorul sumelor boolene, a doua sect, iune este adusă
ı̂n prim plan construct, ia unui nou operator bazată pe o modificare a operatorilor
lui Bernstein, iar ı̂n ultima sect, iune este evident, iată o generalizare de tip Stancu.

2.1 Operatori construit, i cu sume booleene

Această sect, iune cont, ine rezultate pe care autoarea le-a prezentat ı̂n lucrarea
[40].

Folosind combinat, ii de operatori liniari s, i pozitivi este posibil să ı̂mbunătăt, im
ordinul de aproximare al operatorilor Beta. O metodă este utilizarea sumelor
booleene. Prin suma booleană a doi operatori S s, i T ı̂nt,elegem operatorul S +
T − S ◦ T .

Considerăm s, irul de operatori (Ln)n, definit după cum urmează:

Ln := 2Bn − Bn ◦ Bn. (2.1)

Pentru a studia operatorul Ln, avem nevoie de calculul momentelor operato-
rilor Bn.

Dacă k = 0, 1, 2, . . ., n ≥ 1, x ∈ [0, 1], notăm:

mn,k(x) = Bn((e1 − xe0)
k)(x).

Utilizând formulele anterioare s, i funct, ia Ψ(x) = x(1− x), obt, inem:

17
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Lema 2.1.1. [40] Avem:

mn,1(x) = An,1Ψ
′(x) (2.2)

mn,2(x) = An,2Ψ(x) +Bn,2 (2.3)

mn,3(x) = An,3Ψ(x)Ψ′(x) +Bn,3Ψ
′(x) (2.4)

mn,4(x) = An,4Ψ(x)2 +Bn,4Ψ(x) + Cn,4, (2.5)

unde

An,1 =
1

n+ 2
, An,2 =

n− 6

(n+ 2)(n+ 3)
, Bn,2 =

2

(n+ 2)(n+ 3)
(2.6)

An,3 =
5n− 12

(n+ 2)(n+ 3)(n+ 4)
, Bn,3 =

6

(n+ 2)(n+ 3)(n+ 4)
(2.7)

An,4 =
3n2 − 86n+ 120

(n+ 2)(n+ 3)(n+ 4)(n+ 5)
(2.8)

Bn,4 =
26n− 120

(n+ 2)(n+ 3)(n+ 4)(n+ 5)
(2.9)

Cn,4 =
24

(n+ 2)(n+ 3)(n+ 4)(n+ 5)
. (2.10)

În plus,

mn,6(x) = O
( 1

n3

)
. (2.11)

Teorema 2.1.1. [40] Operatorii Ln satisfac următoarea condit,ie:
Dacă f ∈ C([0, 1]), atunci:

lim
n→∞

Ln(f)(x) = f(x), uniform pentru x ∈ [0, 1].

Folosim sume booleene a operatorilor Beta pentru a obt, ine o imbunătăt, ire a
ordinului de aproximare exprimat prin teorema de tip Voronovskaja. Astfel, se
obt, ine un s, ir de operatori liniari s, i pozitivi (Ln)n, Ln : C([0, 1]) −→ C([0, 1])

pentru care: ∃αn cu
αn

n
−→ ∞ asfel ı̂ncât relat, ia (1.1) este satisfăcută.

Pentru operatorii Beta, următorul rezultat este cunoscut.
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Teorema 2.1.2. (Lupas, , [39]) Dacă f ∈ CIV ([0, 1]), pentru fiecare x ∈ [0, 1]
avem:

lim
n−→∞

n[Bn(f)(x)− f(x)] = (1− 2x)f ′(x) +
1

2
x(1− x)f ′′(x). (2.12)

Prin urmare, operatorii Beta satisfac teorema Voronovskaja pentru αn = n.
Pentru a obt, ine un ordin de aproximare mai bun in teorema Voronovskaja, con-
siderăm s, irul de operatori (Ln)n, definit, i ı̂n (2.1).

Teorema 2.1.3. [40] Dacă f ∈ C4([0, 1]) s, i x ∈ [0, 1], atunci:

lim
n→∞

n2[Ln(f)(x)− f(x)] = 2f ′(x)Ψ′(x) + f ′′(x)
[
− 3

2
+ 8Ψ(x)

]
−2f ′′′(x)Ψ(x)Ψ′(x)− 1

2
f IV (x)Ψ2(x).

2.2 Operatori de tip Bernstein generalizat, i obt, inut, i
prin trunchierea domeniului

Această sect, iune cont, ine rezultate pe care autoarea le-a prezentat ı̂n lucrarea
[41].

În [21] a fost introdus, i următorii operatori de tip Bernstein. Notăm cu Vn
operatorii definit, i astfel:

Vn(f)(x) =
n∑

k=0

bn,k(x) · f
(k
n

)
unde

bn,k(x) =
(
1 +

1

n

)n
·
(
n
k

)
· xk ·

( n

n+ 1
− x
)n−k

s, i

f ∈ C([0, 1]), x ∈
[
0, 1− 1

n+ 1

]
, n ∈ N.

În mod similar, introducem următorii operatori generalizat, i [41]:

St
n : C([0, 1]) → C

[
0,

n

n+ t

]
, t > 0, n ∈ N,

St
n(f)(x) =

n∑
k=0

sn,k(x) · f
( k

n+ t

)
, ∀f ∈ C([0, 1]), x ∈

[
0,

n

n+ t

]
, (2.13)

unde

sn,k(x) =
(n+ t

n

)n
·
(
n
k

)
· xk ·

( n

n+ t
− x
)n−k

.
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Operatorii St
n pot fi definit, i, de asemenea, ı̂n spat, iul C

[
0, n

n+t

]
, s, i notăm

funct, ia f ∈ C([0, 1]) s, i restrict, ia ei la intervalul
[
0, n

n+t

]
cu acelas, i simbol. În

continuare, folosim simbolul lui Pochhammer: (a)r = a(a− 1) . . . (ar + 1), pentru
a ∈ R, r ∈ N.

Propoziţia 2.2.1. [41]
Operatorii St

n satisfac următoarele relat,ii:

i) St
n(f)(x) ≥ 0, dacă f ∈ C

[
0,

n

n+ t

]
, f ≥ 0;

ii) St
n(e0)(x) = 1;

iii) St
n(e1)(x) = x;

iv) St
n(e2)(x) = x

(n− 1

n
· x+

1

n+ t

)
,

unde x ∈
[
0, 1− 1

n+ t

]
.

Propoziţia 2.2.2. [41] Are loc următoarea relat,ie de recurent,ă:

x
( n

n+ t
− x
)
s′n,k(x) = n ·

( k

n+ t
− x
)
sn,k(x).

Teorema 2.2.1. [41] Fie momentul de ordin m pentru operatorii (2.13) definit,i
astfel:

µn,m(x) =
n∑

k=0

sn,k(x)
( k

n+ t
− x
)m

,m = 0, 1, 2, ...

Atunci avem:

i) µn,0(x) = 1;

ii) µn,1(x) = 0;

iii) nµn,m+1(x) = x
( n

n+ t
− x
)(
µ′n,m(x) +mµn,m−1(x)

)
;

iv) µn,2(x) =
x

n

( n

n+ t
− x
)
;

v) µn,3(x) =
x

n

( n

n+ t
− x
)( 1

n+ t
− 2x

n

)
;

vi) µn,4(x) =
x

n

( n

n+ t
−x
)[ 1
n
·
( n

n+ t
−x
)
·
( 1

n+ t
− 4x

n
+3
)
− x

n

( 1

n+ t
− 2x

n

)]
.

Teorema 2.2.2. [41] Pentru orice t > 0, f ∈ C([0, 1]) s, i 0 < ϵ < 1, este adevărată
următoarea relat,ie:

lim
n→∞

St
n(f)(x) = f(x)

uniform pe intervalul [0, 1− ϵ].
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Teorema 2.2.3. [41] Fie f : [0, 1] → R o funct,ie mărginită s, i de două ori deriva-
bilă ı̂n punctul x ∈ (0, 1). Atunci:

lim
n→∞

n
[
St
n(f)(x)− f(x)

]
=
x(1− x)

2
f ′′(x).

Amintim următoarele definit, ii cunoscute:

Definit, ia 2.2.1. O funct,ie g : I → R, unde I este un interval, se numes, te convexă
de ordin r ≥ −1 dacă toate diferent,ele divizate pe r+2 puncte pe intervalul I sunt
pozitive.

Prin urmare, o funct, ie pozitivă este o funct, ie convexă de ordin −1, o funct, ie
crescătoare este convexă de ordin 0 s, i as,a mai departe. Cu alte cuvinte, pentru
r ≥ 0 dacă f ∈ Cr+1(I), atunci f este convexă de ordin r dacă s, i numai dacă
f (r+1) ≥ 0.

Definit, ia 2.2.2. Un operator liniar este numit operator convex de ordin r, r ≥ −1
dacă el transformă orice funct,ie r convexă intr-o funct,ie r convexă.

Următoarea proprietate este esent, ială pentru demonstrarea existent,ei aproximării
simultane.

Teorema 2.2.4. [41] Operatorii St
n sunt convecs, i de ordin r − 1, ∀r ∈ [0, n].

Studiul aproximării simultane este bazat pe utilizare operatorilor Kantorovich
de ordin superior.

Teorema 2.2.5. [41]
Scriind Tn,r(x) = St

n(er)(x), avem:

Tn,r+1(x) = x · Tn,r(x) +
x

n

( n

n+ t
− x
)
T ′
n,r(x).

Teorema 2.2.6. [41]
Pentru n ≥ 1, r ≥ 0, x ∈ [0, 1], avem:

Tn,r(x) = An,rx
r +Bn,rx

r−1 + Cn,rx
r−2 +Rn,r(x)

unde

An,r =
(n− 1)r−1

nr−1
,

Bn,r =
r(r − 1)

2
· (n− 1)r−2

nr−2(n+ t)
,

Cn,r =
r(r − 1)(r − 2)(3r − 5)

24
· (n− 1)r−3

nr−3(n+ t)2

s, i Rn,r este un polinom de grad r − 3.

Rezultatul principal este următorul:
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Teorema 2.2.7. [41] Pentru orice funct,ie f ∈ Cr([0, 1]), r ≥ 1 orice t > 0 s, i
ε > 0 avem:

lim
n→∞

(St
n(f)(x))

(r) = f (r)(x), uniform pentru x ∈ [0, 1− ε]. (2.14)

2.3 Operatori de tip Balázs-Stancu

Această sect, iune cont, ine rezultate pe care autoarea le-a prezentat ı̂n lucrarea
[45], ı̂n colaborare cu Maria Talpău Dimitriu.

Operatorii Balázs introdus, i ı̂n sect, iunea 1.9 au fost studiat, i s, i generalizat, i ı̂n
mai multe direct, ii: [9], [68], [10], [1], [5], [6], [31].

În această sect, iune, considerăm o generalizare a operatorilor Balázs ı̂n manierea
generalizării operatorilor Bernstein introdusă de D. D. Stancu ı̂n [64]:

(Sn,r,sf)(x) =

n−rs∑
j=0

pn−rs,j(x)

s∑
i=0

ps,i(x)f

(
j + ir

n

)
, (2.15)

f ∈ C([0, 1]), x ∈ [0, 1], unde n ∈ N s, i r, s ∈ N0 = N ∪ {0} sunt fixate astfel ı̂ncât
rs < n. Considerăm operatorii Balázs-Stancu definit, i astfel:

(Rn,r,sf)(x) =
n−rs∑
j=0

pn−rs,j

( anx

1 + anx

) s∑
i=0

ps,i

( anx

1 + anx

)
f
(j + ir

nan

)
, (2.16)

f ∈ C [0,∞) , x ≥ 0, unde n ∈ N, r, s ∈ N0 astfel ı̂ncât rs < n, (an)n este un s, ir
de numere reale pozitive.

Dacă an = 1, (∀)n ∈ N, avem (Rn,r,sf)(x) = (Sn,r,sf)

(
x

1 + x

)
.

Lema 2.3.1. [45] Operatorul Sn,r,s satisface următoarele relat,ii:

(i) (Sn,r,se0)(x) = 1;

(ii) (Sn,r,se1)(x) = x;

(iii) (Sn,r,se2)(x) = x2 +

(
1 +

rs(r − 1)

n

)
· x(1− x)

n
,

unde x ∈ [0,∞) s, i ei(y) = yi, i = 0, 1, 2.

Lema 2.3.2. [45] Operatorul Rn,r,s satisface următoarele relat,ii:

(i) Rn,r,sf ≥ 0, (∀)f ∈ C [0,∞) , f ≥ 0;

(ii) (Rn,r,se0)(x) = 1;

(iii) (Rn,r,se1)(x) =
x

1 + anx
;
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(iv) (Rn,r,se2)(x) =
x2

(1 + anx)2
+

(
1 +

rs(r − 1)

n

)
· x

nan(1 + anx)2
,

unde x ∈ [0,∞) s, i ep(y) = yp, p = 0, 1, 2.

Lema 2.3.3. [45] Fie momentul de ordin m pentru operator, notat astfel:

(
Rn,r,s(e1−xe0)m

)
(x) =

n−rs∑
j=0

pn−rs,j

( anx

1 + anx

) s∑
i=0

ps,i

( anx

1 + anx

)
·
(j + ir

nan
−x
)m

,m = 1, 2, . . . .

Atunci avem

(i) (
Rn,r,s(e1 − xe0)

)
(x) = − anx

2

1 + anx
;

(ii) (
Rn,r,s(e1 − xe0)

2
)
(x) = r

a2nx
4

(1 + anx)2
+
(
1 +

rs(r − 1)

n

)
· x

nan(1 + anx)2
.

Teorema 2.3.1. [45] Dacă lim
n→∞

an = 0 s, i lim
n→∞

nan = ∞, atunci pentru o funct,ie

mărginită f ∈ UCB([0,∞)) rezultă că

lim
n→∞

Rn,r,sf = f uniform pe orice interval compact K ⊂ [0,∞) .

Reamintim că modulul de continuitate pentru funct, ia continuă f pe [0,∞),
este definit de:

ω(f, t) = sup {|f(y)− f(x)| : x, y ∈ [0,∞) , |y − x| ≤ t} , t > 0,

ı̂n caz că acest modul este mărginit.

Teorema 2.3.2. [45] Pentru orice funct,ie f ∈ C [0,∞) astfel ı̂ncât ω(f, t) <
∞, (∀)t > 0, următoarea inegalitate are loc:

|(Rn,r,sf) (x)− f(x)| ≤ 2ω (f, θn,r,s,x) , (2.17)

unde

θn,r,s,x =

√
a2nx

4

(1 + anx)2
+
(
1 +

rs(r − 1)

n

)
· x

nan(1 + anx)2
.

Observaţia 2.3.1. Pentru f ∈ C [0,∞) s, i M > 0 avem

∥Rn,r,sf − f∥[0,M ] ≤ 2ω

f,√a2nM4 +
(
1 +

rs(r − 1)

n

)
· M
nan

 . (2.18)
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Corolar 2.3.1. [45] Dacă f este o funct,ie care este uniform continuă s, i mărginită
pe [0,∞), atunci f poate fi uniform aproximată pe orice interval compact K ⊂
[0,∞) .

Vom prezenta acum conservarea funct, iilor monotone s, i a celor convexe prin
operatorii construit, i.

Lema 2.3.4. [45] Pentru f ∈ C([0,∞)), 0 ≤ x < y, λ ∈ [0, 1] avem

(Rn,r,sf) ((1− λ)x+ λy)

=
s∑

k1+l1=0

n−rs∑
k2+l2=0

ps,k1,l1

(
anx

1 + anx
,

an(y − x)

(1 + anx)(1 + any)

)
×

×pn−rs,k2,l2

(
anx

1 + anx
,

an(y − x)

(1 + anx)(1 + any)

)
×

×r
l1∑

m1=0

l2∑
m2=0

pl1,m1

(
λ(1 + any)

λ(1 + any) + (1− λ)(1 + anx)

)
×

×pl2,m2

(
λ(1 + any)

λ(1 + any) + (1− λ)(1 + anx)

)
f

(
k2 +m2 + r(k1 +m1)

nan

)
,

unde pm,k,l(u, v) =
m!

k!l! (m− k − l)!
ukvl(1−u−v)m−k−l este baza Bernstein pentru

spat,iul polinoamelor de două variabile.

Teorema 2.3.3. [45] Fie f ∈ C([0,∞)). Dacă f este o funct,ie necrescătoare,
atunci Rn,r,sf este o funct,ie necrescătoare.

Teorema 2.3.4. [45] Fie f ∈ C([0,∞)) o funct,ie necrescătoare. Dacă f este o
funct,ie convexă, atunci Rn,r,sf este o funct,ie convexă.

În finalul acestui paragraf vom prezenta proprietatea de invariant, ă a unor clase
de funct, ii Lipschitz, după modelul din [66].

Notăm LipMα clasa funct, iilor Lipschitz pe [0,∞) cu exponentul α ∈ (0, 1] s, i
constanta Lipschitz M > 0 adică mult, imea tuturor funct, iilor continue cu valori
reale f definite pe [0,∞) care verfică condit, ia:

|f(x)− f(y)| ≤M · |x− y|α , (∀)x, y ∈ [0,∞) .

Teorema 2.3.5. [45] Fie f ∈ C([0,∞)), M > 0 s, i α ∈ (0, 1]. Dacă f ∈ LipMα,
atunci Rn,r,sf ∈ LipMα.



Capitolul 3

Proprietăt, ile de B−concavitate
s, i BB−concavitate ı̂n legătură
cu operatorii Bernstein

Acest capitol cont, ine rezultate pe care autoarea le-a prezentat ı̂n lucrarea [43]
s, i o lucrare trimisă spre publicare [46].

Punctul de plecare ı̂l reprezintă lucrările [15], [69]. Autorii au introdus not, iunea
de B−convexitate s, i respectiv, B− concavitate pentru funct, ii de mai multe vari-
abile. De asemenea, au demonstrat că funct, iile crescătoare s, i B−concave sunt
transformate prin operatorii Bernstein ı̂n funct, ii de acelas, i tip.

Între alte clase de funct, ii conservate de operatorii Bernstein ment, ionăm: funct, ii
convexe (concave) de ordin superior (Popoviciu, [55]), clase Lipschitz de ordinul
unu (Lindvall, [36]), Lipschitz clasă asociată cu modulul de ordinul doi modificat
(Zhou, [73]) sau cvasiconvexitatea de ordin superior (Păltănea, [53]).

În capitolul de fat, ă, introducem not, iunea de BB−concavitatea care reprezintă
o mică modificare a B−concavităt, ii s, i dăm caracterizări ale funcţiilor care au
această proprietate. Apoi, obiectivul central ı̂l reprezintă demonstrarea faptului
că funct, iile BB−concave s, i crescătoare definite pe un simplex s-dimensional sunt
transformate ı̂n funct, ii BB−concave s, i crescătoare prin operatorii Bernstein s-
dimensionali pe un simplex.

În acest mod, generalizăm not, iunile introduse s, i rezultatele stabilite ı̂n lu-
crarea [43], unde am introdus not, iunea de BB-concavitate pentru funct, iile a două
variabile s, i am arătat o legătură ı̂ntre aceste tipuri de convexitate s, i operatorii
Bernstein bidimensionali.

25
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3.1 B-concavitate s, i BB-concavitate

Pentru a = (a1, a2, ..., as), b = (b1, b2, ..., bs) ∈ Rs, fie

a ∨ b := (max{a1, b1},max{a2, b2}, ...,max{as, bs}).

Definit, ia 3.1.1. (Briec, Horvath, [15]), O funct,ie f : M ⊂ Rs
+ → (0,∞) este o

funct,ie B−concavă dacă are următoarele proprietăt,i:

i) λa ∨ b ∈M,∀a, b ∈M,λ ∈ [0, 1];

ii) f(λa ∨ b) ≥ λf(a) ∨ f(b),∀a, b ∈M,λ ∈ [0, 1].

Definim o ordine part, ială ′′ ≤′′ on Rs
+ de: a ≤ b dacă s, i numai dacă ai ≤

bi, ∀i = 1, s, unde a = (a1, a2, ..., as), b = (b1, b2, ..., bs).
O funct, ie f : D ⊂ Rs → R se numes,te crescătoare dacă f(a) ≤ f(b),∀a, b ∈

D, a ≤ b.

Teorema 3.1.1. [46] Fie M ⊂ Rs un domeniu care satisface condit,ia i) din
Definit,ia 3.1.1 s, i 0 ∈ M . Dacă f : M −→ (0,∞) este o funct,ie crescătoare,
atunci următoarele afirmat,ii sunt echivalente:

i) f este o funct,ie B-concavă.

ii) Pentru tot,i vectorii v = (v1, v2, . . . , vs) ∈M funct,ia

φv : [0, 1] −→ R, φv(t) =
t

f(tv)
, t ∈ [0, 1]

este crescătoare.

Teorema 3.1.2. [46] Fie f :M → R∗
+ o funct,ie crescătoare s, i derivabilă ı̂n toate

cele s variabile, unde M ⊂ Rs este un domeniu care satisface condit,ia i) din
Teorema 3.1.1. Inegalitatea

f(tv)− t ·
s∑

i=1

∂f(tv)

∂xi
· vi ≥ 0 (3.1)

are loc ∀v ∈M,∀t ∈ [0, 1], 0 ∈M, unde v = (v1, v2, . . . , vs), dacă s, i numai dacă f
este o funct,ie B-concavă. Inegalitatea (3.1) este echivalentă cu:

f(x)−
s∑

i=1

xi ·
∂f

∂xi
(x) ≥ 0, ∀x ∈M. (3.2)

Într-adevăr, putem lua v = (x1, x2, . . . , xs) s, i t = 1.
Este simplu de arătat că ∆ satisface condit, ia i) din Definit, ia 3.1.1 s, i 0 ∈ ∆.

Definit, ia 3.1.2. Dacă (x1, ..., xs) ∈ ∆ s, i (y1, ..., ys) ∈ ∆, definim y ≺ x dacă ∀i
yi < xi ı̂n cazul xi > 0 s, i yi = xi ı̂n cazul xi = 0.
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Definit, ia 3.1.3. O funct,ie f : ∆ → R este BB-concavă dacă ∀x ∈ ∆ cu cel put,in
două componente nenule s, i ∀y ∈ ∆, astfel ı̂ncât y ≺ x avem:

f(x) ≤
s∑

i=1

αif(zi), (3.3)

unde zi = (x1, ..., xi−1, yi, xi+1, ...xs), i = 1, s s, i αi sunt solut,iile sistemului de
ecuat,ii:

x =
s∑

i=1

αizi. (3.4)

Propoziţia 3.1.1. [46] Dacă x ∈ ∆, cu cel put,in două componente nenule s, i
y ∈ ∆ cu y ≺ x, solut,iile pentru (3.4) sunt:

αi =
xi

xi − yi

(∑
j∈Q

xj
xj − yj

− 1

)−1

, i ∈ Q

αi = 0, i ∈ {1, . . . , s} −Q

(3.5)

unde Q = {i ∈ {1, ..., s}|xi > yi} = {i ∈ {1, ..., s}|xi > 0}.

Observaţia 3.1.1. În cazul particular bidimensional considerăm:

∆ = {(x, y)|x ≥ 0, y ≥ 0, x+ y ≤ 1}. (3.6)

O funct, ie f : ∆ → R este o funct, ie BB−concavă dacă este adevărată următoarea
inegalitate:

f(x, y)− αf(z, y)− βf(x,w) ≤ 0, (3.7)

∀(x, y) ∈ ∆, (z, y) ∈ ∆, (x,w) ∈ ∆, astfel ı̂ncât z ≤ x,w ≤ y, z · w < x · y, unde

α =
x · y − x · w
x · y − z · w

s, i β =
x · y − y · z
x · y − z · w

. (3.8)

Din condit, ia z ·w < x · y rezultă că x, y > 0 s, i deci, se aplică Propozit, ia 3.1.1.

Rezultă că numerele α s, i β sunt coeficient, i unici pentru care:

(x, y) = α · (z, y) + β · (x,w).

Deci o funct, ie f : ∆ → R este o funct, ie BB−concavă dacă este adevărată
următoarea inegalitate:

f
(
α · (z, y) + β · (x,w)

)
≤ αf(z, y) + βf(x,w), (3.9)

∀(x, y) ∈ ∆, (z, y) ∈ ∆, (x,w) ∈ ∆ s, i z ≤ x,w ≤ y, z · w < x · y, unde α ∈ [0, 1] s, i
β ∈ [0, 1] sunt numere indicate ı̂n (3.8) s, i ∆ este domeniul indicat ı̂n (3.6).
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Teorema 3.1.3. [46]

Dacă f : ∆ → R este o funct,ie derivabilă, BB-concavă s, i f(0) ≥ 0 atunci este
adevărată următoarea:

f(x)−
s∑

i=1

xi ·
∂f

∂xi
(x) ≥ 0, ∀x ∈ ∆. (3.10)

Corolar 3.1.1. [46] Dacă f : ∆ → (0,∞) este o funct,ie crescătoare, derivabilă
s, i BB-concavă rezultă f este B-concavă.

3.2 BB-concavitatea operatorilor Bernstein ı̂n simplexul
s-dimensional

Fie n ∈ N s, i operatorii Bernstein Bn de s variabile definit, i pe C(∆) definit, i
prin:

Bn(f)(x) =
∑
k∈Λn

pn,k(x) · f
(k
n

)
, f : ∆ → R, x ∈ ∆ (3.11)

unde

pn,k(x) =

(
n

k

)
· xk · (1− |x|)n−|k|, k ∈ Λn, x ∈ ∆. (3.12)

În cazul s = 1,

pr,q(z) =

(
r
q

)
· zq · (1− z)r−q.

Prin convent, ie, pr,q(z) = 0 dacă q < 0 sau q > r.

Propoziţia 3.2.1. [46]

Ecuat,ia (3.11) poate fi rescrisă pentru x ∈ ∆ astfel ı̂ncât x1 + ...+ xs−1 < 1,
ı̂n forma:

Bn(f)(x) =
n∑

k1=0

pn,k1(x1)

n−k1∑
k2=0

pn−k1,k2

( x2
1− x1

)
...×

×
n−k1−..−ks−1∑

ks=0

pn−k1−...−ks−1,ks

( xs
1− x1 − ...− xs−1

)
f
(k
n

)
. (3.13)

Teorema 3.2.1. [46] Dacă f : ∆ → R este o funct,ie crescătoare s, i BB-concavă
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s, i dacă f(0) ≥ 0, atunci

Bn(f)(x)−
n∑

i=1

xi ·
∂

∂xi
Bn(f)(x) ≥ 0, x ∈ ∆.

Corolar 3.2.1. [46]
Dacă f : ∆ → (0,∞) este o funct,ie crescătoare BB−concavă, atunci Bn(f)

este B−concavă.

Observaţia 3.2.1. În cazul s = 2, considerăm Bn operatorii Bernstein de două
variabile definit, i pe C(∆), dat, i de:

Bn(f)(x, y) =
∑

k≥0,l≥0,k+l≤n

bn,k,l(x, y) · f
(k
n
,
l

n

)
, f ∈ C(∆), (x, y) ∈ ∆, (3.14)

unde:

bn,k,l(x, y) =
n!

k!l!(n− l − k)!
· xk · yl · (1− x− y)n−k−l. (3.15)

Ecuat, ia (3.14) poate fi rescrisă:

Bn(f)(x, y) =
n∑

k=0

bn,k(x)
n−k∑
l=0

bn−k,l

( y

1− x

)
· f
(k
n
,
l

n

)
, (3.16)

unde:

br,s(z) =
r!

s!(r − s)!
· zs · (1− z)r−s, z ∈ [0, 1]. (3.17)

Dacă f : ∆ → R este BB-concavă s, i crescătoare, atunci:

Bn(f)(x, y)− x · ∂
∂x
Bn(f)(x, y)− y

∂

∂y
Bn(f)(x, y) ≥ 0.

Dacă f ∈ C(∆) este BB−concavă s, i crescătoare ı̂n ambele variabile, atunci
Bn(f) este B−concavă.
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Capitolul 4

Proprietăt, i ale unei clase de
operatori Stancu modificat, i
construit, i cu distribut, ia Pólya

Aceast capitol cont, ine rezultate pe care autoarea le-a prezentat ı̂n lucrarea
[44], ı̂n colaborare cu Mihai N. Pascu s, i Nicolae R. Pascu.

În lucrare sa, Bernstein [13] a dat o demonstrat, ie simplă a teoremei Weierstrass
privind aproximarea uniformă a funct, iilor continue prin polinoame, cunoscute ca
polinoame Bernstein.

Ulterior, D. D. Stancu a observat că distribuţia binomială folosită de Bernstein
este un caz particular al distribut, iei urnei lui Pólya, acela ı̂n care parametrul de
ı̂nlocuire este egal cu zero. Stancu a introdus ı̂n [61] s, i [62] o clasă mai generală de
operatori, cunoscuţi ı̂n literatură ca operatorii Pólya-Stancu, notat, i cu P c

n (vezi
(4.7)).

O primă observat, ie ar fi că dacă alegem ca parametrul de ı̂nlocuire c să fie
un număr negativ real, se obţin polinoamele de interpolare Lagrange, care nu pot
folosite pentru aproximarea uniformă a funct, iilor continue. În lucrarea sa, Stancu
a considerat numai valori c ≥ 0 ale parametrului de ı̂nlocuire ı̂n modelul urnei lui
Pólya.

În lucrările [48], [49] s, i [70], au fost introdus, i operatorii Rn (4.8). S-a demon-
strat că alegând valori negative ale parametrului de ı̂nlocuire ı̂n modelul urnei lui
Pólya, operatorii Rn oferă rezultate de aproximare mai bune decât tot, i operatorii
de tip Bernstein-Stancu.

În acest capitol se aduce o completare la rezultatele anterioare s, i arătăm că
pentru o clasă suficient de mare de funct, ii, anume, funct, iile convexe s, i pentru o
alegere minimală admisibilă a parametrului de ı̂nlocuire, operatorii Rn oferă cea
mai bună aproximare a funct, iilor convexe.

Demonstrat, ia rezultatului principal este dat de Teorema 4.2.1 şi se bazează
pe un rezultat intermediar, dat de Teorema 4.1.1, care reprezintă un interes ı̂n
sine s, i care arată că variabilele aleatoare Pólya satisfac a ordonarea convexă ı̂n
raport cu parametrul de ı̂nlocuire. La rândul său, demonstrat, ia acestui rezultat
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se bazează pe alte două rezultate: un rezultat privind ordonarea (intercalarea) a
trei mult, imi (Lema 4.1.1) s, i monotonia momentului centrat part, ial al distribut, iei
Pólya (Lema 4.1.2).

4.1 Rezultate preliminare referitoare la operatori construit, i
cu distribut, ia Pólya

Reamintim că parametrii ı̂ntregi dat, i a, b, c ≥ 0 s, i n ≥ 1 satisfac condiţia de
compatibilitate:

a+ (n− 1) c ≥ 0 s, i b+ (n− 1) c ≥ 0. (4.1)

Modelul urnei lui Pólya constă ı̂n determinarea numărului de bile albe (succese)
extrase ı̂n n ı̂ncercări dintr-o urnă care cont, inea init, ial a bile albe s, i b bile negre,
unde după fiecare extragere, bila extrasă este ı̂nlocuită ı̂n urnă cu c bile de aceeas, i
culoare.

Notăm cu Xa,b,c
n , variabilă aleatoare Pólya cu parametrii a, b, c s, i n, care

reprezintă numărul de succese ı̂n acest experiment.

Avem:

pa,b,cn,k = P
(
Xa,b,c

n = k
)
= Ck

n

a(k,c)b(n−k,c)

(a+ b)(n,c)
, k ∈ {0, 1, . . . , n}, (4.2)

unde x, h ∈ R, n ∈ N s, i

x(n,h) = x (x+ h) (x+ 2h) · . . . · (x+ (n− 1)h) (4.3)

Prin convent, ie, x(0,h) = 1, ∀x, h ∈ R.
Este cunoscut faptul că (vezi [33]) momentul centrat de ordinul 1 al distribut, iei

Pólya Xx,1−x,c
n este dat de:

E
((
nx−Xx,1−x,c

n

)
1
Xx,1−x,c

n ≤s−1

)
= spx,1−x,c

n,s (1− x+ (n− s) c) (4.4)

pentru tot, i s ∈ {1, . . . , n}.
Notăm cu:

P a,b,c
n : F ([0, 1]) → F ([0, 1]) ,

operatorii definit, i de:

P a,b,c
n (f ;x) = E

(
1

n
Xa,b,c

n

)
=

n∑
k=0

f

(
k

n

)
pa,b,cn,k , (4.5)

unde parametrii a, b ≥ 0 s, i c ≥ −min{x,1−x}
n−1 pot depinde de n ∈ N∗ s, i x ∈ [0, 1] s, i

satisfac condit, ia de compatibilitate (4.1) (vezi [48]).
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Pentru alegeri particulare, regăsim operatorii Bernstein:

Bn (f ;x) = P x,1−x,0
n (f ;x) , (4.6)

operatorii Bernstein-Stancu:

P c
n (f ;x) = P x,1−x,c

n (f ;x) (4.7)

s, i operatorii Rn, introdus, i ı̂n [48]:

Rn (f ;x) = P x,1−x,−min{x,1−x}/(n−1)
n , (4.8)

care corespund valorii minimale a parametrului de ı̂nlocuire c ı̂n cazul a = x s, i
b = 1− x. Condit, ia de compatibilitate (4.1) este satisfăcută.

Reamintim că o variabilă aleatoare X se spune că este mai mică ı̂n ordine
convexă decât o variabilă aleatoare Y s, i notăm X ≤cx Y dacă s, i numai dacă:

E (ϕ(X)) ≤ E (ϕ(Y )) (4.9)

pentru orice funct, ie convexă ϕ : R → R pentru care condit, iile de mai sus există.
Dacă X s, i Y sunt variabile aleatoare pentru care mediile EX, EY există s, i sunt
egale este cunoscut faptul că (vezi [59], Teorema 3.A.1) X ≤cx Y dacă s, i numai
dacă:

E ((t−X)+) ≤ E ((t− Y )+) , ∀t ∈ R, (4.10)

unde x+ = max{x, 0}.

Lema 4.1.1. [44] Pentru orice x ∈ (0, 1) orice ı̂ntregi n ≥ 3 s, i k ∈ {1, . . . , n− 2},
există o partit,ie {n1, . . . , nk}

⊔
{m1, . . . ,mn−k−1} a mult,imii {1, 2, . . . , n− 1} ast-

fel ı̂ncât:

ni ≤
i

x
, i ∈ {1, . . . , k} s, i mi ≤

i

1− x
, i ∈ {1, . . . , n− k − 1} . (4.11)
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Lema 4.1.2. [44] Pentru orice x ∈ [0, 1] s, i orice ı̂ntregi n ≥ 1 s, i k ∈ {0, 1, . . . , n},
suma

k∑
i=0

(
x− i

n

)
px,1−x,c
n,i (4.12)

este o funct,ie nedecrescătoare c ≥ − 1
n−1 min{x, 1− x}.

Mai mult, pentru x ∈ (0, 1) s, i orice numere ı̂ntregi n ≥ 2 s, i k ∈ {0, . . . , n− 1},
suma de mai sus este crescătoare ı̂n raport cu c ≥ − 1

n−1 min{x, 1− x}.

Teorema 4.1.1. [44] Variabila aleatoare Pólya Xx,1−x,c
n satisface următoarea or-

donare convexă:
Xx,1−x,c

n ≤cx X
x,1−x,c′
n , (4.13)

pentru orice ı̂ntreg n ≥ 1, x ∈ [0, 1] s, i orice c′ ≥ c ≥ − 1
n−1 min {x, 1− x}.

4.2 Estimarea erorii de aproximare a operatorilor Pólya-
Stancu

Ca o aplicat, ie a Teoremei 4.1.1, avem:

Teorema 4.2.1. [44] Pentru orice funct,ie convexă f : [0, 1] → R eroarea aproximării
operatorilor Pólya-Stancu P c

n este o funct,ie nedescrescătoare care depinde de c
astfel ı̂ncât:

|P c2
n f (x)− f (x)| ≥ |P c1

n f (x)− f (x)| , (4.14)

pentru orice ı̂ntreg n ≥ 2, x ∈ [0, 1] s, i orice c2 > c1 ≥ − 1
n−1 min {x, 1− x}.

Mai mult, dacă
Bnf (x) ̸= B1f (x) (4.15)

pentru anumite valori ale lui n ≥ 2 s, i x ∈ [0, 1], atunci inegalitatea de mai sus
este strictă, de unde:

|P c2
n f (x)− f (x)| > |P c1

n f (x)− f (x)| , (4.16)

pentru orice c2 > c1 ≥ − 1
n−1 min {x, 1− x}.



Capitolul 5

Metode de sumare aplicate
operatorilor

Aceast capitol cont, ine rezultate pe care autoarea le-a prezentat ı̂n lucrarea
[42], ı̂n colaborare cu Radu Păltănea.

Dacă considerăm produsul scalar indus de o pondere pe spaţiul funcţiilor de
pătrat integrabile ı̂n raport cu această pondere şi o familie ortonormată ı̂n acest
spaţiu, atunci fiecărei funcţii din acest spaţiu i se poate ataşa seria Fourier gene-
ralizată. Este bine cunoscut că, de regulă, şirul sumele parţiale ale seriei Fourier
ataşate unei funcţii din acest spaţiu, nu converge uniform pe interval la funcţia
dată, (Teorema Lozinsky şi Harshiladze, [57]) deşi ele pot converge punctual,
precum şi in norma indusă de produsul scalar. Un exemplu clasic ı̂l constituie
s, irul sumelelor parţiale Fourier trigonometrice (fenomenul lui Gibbs).

In cazul seriilor Fourier trigonometrice, Fejér a demonstrat că ı̂n cazul ı̂n
care se construieşte şirul operatorilor obţinuţi ca media Cesáro a sumelor parţiale
Fourier, numiţi operatorii lui Fejér, aceştia sunt liniari şi pozitivi şi au proprietatea
de aproximare uniformă a funct, iilor continue.

Mai recent, s-a arătat că operatori liniari şi pozitivi ai lui Durrmeyer [24], sau
mai general, operatorii Durrmeyer cu pondere Jacobi, [50] care au proprietatea
de aproximare uniformă a funcţiilor continue pe intervalul [0, 1] se pot reprezenta
ca sume parţiale Fourier modificate de polinoame Legendre şi respectiv Jacobi.
Aceast capitol evidenţiază faptul că atât operatorii lui Durrmeyer cât şi Dur-
rmeyer cu pondera Jacobi pot fi construiţi prin aplicarea unor metode regulate de
sumare aplicate şirurilor sumelor parţiale ale dezvoltării generalizate Fourier de
polinoame ortogonale.

Capitolul este organizat astfel: ı̂n primele secţiuni sunt prezentate generalităţi
privind seriile Fourier trigonometrice şi operatorii lui Fejer, seriile Fourier gener-
alizate, proiectori şi metode de sumare. Ultima sectiune conţine rezultatele de
bază, care constituie partea originală din acest capitol.
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5.1 Generalităt, i privitoare la metodele de sumare

Considerăm mulţimea tuturor şirurilor reale:

S = {σ|σ = (sn)n≥0}

pe care se pot defini noţiunile de adunare şi ı̂nmulţire cu un număr real. Datorită
acestui fapt, S poate fi privit ca un spaţiu vectorial.

În continuare, un şir (sn)n≥0 se va nota (sn)n sau, mai simplu, sub forma:
(sn).

Definit, ia 5.1.1. Se numeşte transformare o aplicaţie T definită pe o submulţime
T (F ) al lui S care duce un element σ ∈ F(T) ı̂ntr-un element din S, notat Tσ.

Definit, ia 5.1.2. Fie F(T) = {σ ∈ S|Tσ există}. Transformarea T se numeşte
liniară dacă următoarele relaţii sunt adevărate:

T (σ + τ) = Tσ + Tτ, T (α · σ) = α · Tσ σ, τ ∈ S, α ∈ R.

Introducem următoarele notaţii:

Sc = {σ ∈ S|σ converge}.
F(T) = {σ ∈ F(T)|Tσ ∈ S};

Considerăm, apoi, aplicaţia:

lim : Sc → R,

operatorul care ataşează unui şir convergent, limita sa. De asemenea, notăm cu:

T − lim : Fc(T ) → R,

operatorul generalizat care ataşează limita unui şir din spaţiul Fc(T ), definit prin:

T − lim = lim ◦T.

Definit, ia 5.1.3. Cu notaţiile anterioare şi (sn) avem:

T − lim((sn)) = lim
n→∞

(tn), (5.1)

unde (tn) = T ((sn)).

Atunci, ı̂n caz că există, T − lim se numeşte limita generalizată indusă de
transformarea T.

Definit, ia 5.1.4. O transformare se numeşte regulată dacă transformă şirurile
convergente ı̂n şiruri convergente cu aceeaşi limită.
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În continuare, considerăm transformări generate de matrici, numite trans-
formări matriciale.

Fie matricea:

A = (anm) =


a00 a01 . . . a0n . . .
a11 a12 . . . a1n . . .
...

...
...

...
...

an0 an1 . . . anm . . .
...

...
...

...
...

 .

Considerăm transformarea TA : F(T) −→ S care asociază unui şir (sn) pe (tn)
definit astfel:

tn =
∞∑

m=0

anmsm, n ≥ 0, (5.2)

unde F(A) este format din acele s, iruri (sn) pentru care seriile de mai sus sunt
convergente pentru orice n.

Definit, ia 5.1.5. Fie matricea A = (anm). Dacă transformarea TA este regulată,
matricea A se numeşte regulată.

Teorema 5.1.1. (Petersen, [54]) Fie matricea A = (anm). Avem
a) (TA)σ există pentru orice şir mărginit σ, dacă şi numai dacă:

∞∑
m=0

|anm| converge pentru orice n.

b) (TA)σ există pentru orice şir mărginit σ, dacă şi numai dacă (TA)σ există
pentru orice şir σ care este convergent la 0.

Teorema 5.1.2. (Petersen, [54]) O condiţie necesară şi suficientă pentru ca ma-
tricea A = (anm) să transforme orice şir mărginit ı̂ntr-un şir mărginit este să ∃k
astfel ı̂ncât:

∞∑
m=0

|anm| ≤ k pentru orice n.

În continuare, ne ocupăm de condiţiile satisfăcute de o matrice regulată.

Teorema 5.1.3. (Petersen, [54]) [ Teorema Schur] Matricea (anm) este regulată
dacă şi numai dacă:

(i) ∃K astfel ı̂ncât:
∞∑

m=0
|anm| < K, ∀n;

(ii) ∀m, lim
n−→∞

anm = 0;

(iii) lim
n−→∞

∞∑
m=0

anm = 1.
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Definit, ia 5.1.6. Se numeşte matrice Schur o matrice care transformă orice şir
mărginit ı̂ntr-un şir convergent.

Teorema 5.1.4. (Petersen, [54]) Pentru ca o matrice A=(anm) să fie o matrice
Schur, sunt necesare şi suficiente următoarele condiţii:

(i) (∃) lim
n−→∞

anm, ∀m;

(ii)
∞∑

m=0
|anm| converge ∀n şi convergenţa este uniformă ı̂n raport cu n.

Corolar 5.1.1. Dacă A = (anm) este regulată, există un şir mărginit care este
transformat prin A ı̂ntr-un şir divergent.

Corolar 5.1.2. Matricea A = (anm) face să conveargă spre 0 toate şirurile

mărginite dacă şi numai dacă
∞∑

m=0
|anm| converge ∀n şi

lim
n−→∞

∞∑
m=0

|anm| = 0. (5.3)

O clasă importantă de matrici este clasa matricilor Toeplitz.

Definit, ia 5.1.7. O matrice

A = (anm)n,m≥0,

se numeşte matrice Toeplitz dacă este triunghiular inferioară, adică are propri-
etatea anm = 0 dacă m > n.

In cazul matricilor Toeplitz, Teorema 5.1.1 nu mai este necesară, deoarece
pentru orice matrice Toeplitz A şi pentru orice şir σ, (TA)σ există.

De asemenea, ı̂n cazul matricilor Toeplitz, limita generalizată de s, iruri se scrie
mai simplu prin:

A− lim
n→∞

sn := lim
n→∞

tn, (5.4)

unde

tn =

n∑
m=0

an,msm, n ≥ 0. (5.5)

Definit, ia 5.1.8. Două metode matriciale A şi B se numesc consistente dacă pen-
tru orice şir (sn) care este făcut convergent prin ambele metode, limitele sunt
egale:

A− lim sn = B − lim sn.

Definit, ia 5.1.9. O familie T de metode care transformă şirurile mărginte ı̂n şiruri
mărginite se numeşte consistentă dacă oricare două metode din T sunt consistente.
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Definit, ia 5.1.10. Fiind date două metode care transformă şirurile mărginte ı̂n
şiruri mărginite T1 şi T2, dacă orice şir T2-convergent este convergent cu s, i prin
transformarea T1 şi cu aceaşi limită, spunem că T1 este mai puternică decât T2
şi notăm: T1 ⊇ T2.

Definit, ia 5.1.11. Fie A şi B două matrici. Spunem că A este mai puternică
decât B, dacă transformarea TA este mai puternică decât transformarea TB.

Teorema 5.1.5. (Petersen, [54]) Metoda TA este mai puternică decât metoda TB
dacă şi numai dacă metoda TA·B−1 este regulată.

Definit, ia 5.1.12. Fie două familii de metode care transformă şirurile mărginte ı̂n
şiruri mărginite T1 şi T2. Spunem că familia T1 este mai puternică decât familia
T2 dacă pentru orice şir (sn) care este făcut convergent de una dintre metodele
T2 ∈ T2, există o metodă T1 ∈ T1 care transformă şirul (sn) ı̂ntr-un şir convergent
astfel ı̂ncât:

T1 − lim sn = T2 − lim sn.

Scriem atunci:
T1 ⊃ T2.

Definit, ia 5.1.13. Familia de matrice A este mai puternică decât familia de ma-
trice B dacă familia de metode asociată lui A, TA este mai puternică decât
famiia de metode asociată lui B, TB.

Spunem că metoda dată de

tn =
s0 + . . .+ sn

n+ 1

se numeşte Metoda Cesàro de ordinul I.

Teorema 5.1.6. (Petersen, [54]) Metoda Cesàro este o metodă regulată.

Pentru metoda Cesàro de ordin superior, considerăm şirul (sn)n≥0. Definim
sumele de ordin superior astfel:

s1n = s0 + · · ·+ sn, n ≥ 0, (5.6)

sk+1
n = sk0 + · · ·+ skn, n ≥ 0, k ≥ 1.

Putem scrie:

skn =

n∑
j=0

σknjsj , n ≥ 0, k ≥ 1.

Se demonstrează prin inducţie după k următoarea formulă:

σknj =

(
n+ k − j − 1

k − 1

)
. (5.7)
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Metoda lui Cesàro de ordin k este definită de matricea triunghiulară inferioară:

Ck = (cknm)n,m≥0, k ≥ 1, (5.8)

unde

cknm =


σknm
n∑

j=0
σknj

, pentru 0 ≤ m ≤ n,

0 , pentru m > k.

(5.9)

Avem:

n∑
j=0

σknj =

n∑
j=0

(
n+ k − j − 1

k − 1

)
=

=

n∑
j=0

[(
n+ k − j

k

)
−
(
n+ k − j − 1

k

)]
=

=

(
n+ k
k

)
−
(
k − 1
k

)
=

=

(
n+ k
k

)
.

În final,

Ck = (ckn,m)n,m, ckn,m =

(
n+ k

k

)−1(n+ k −m− 1

k − 1

)
. (5.10)

Deci, transformatul şirului (sn) este şirul (tn) definit astfel:

tn =

n∑
m=0

cknmsm.

Teorema 5.1.7. (Petersen, [54]) Matricea Cesàro de ordin k este regulată.

Teorema 5.1.8. (Petersen, [54]) Dacă k1 ≤ k2, atunci metoda de sumare (C, k2)
este mai puternică decât metoda de sumare (C, k1).

5.2 Sumele parţiale Fourier-Jacobi modificate

Vom arăta că pentru sumele parţiale Fourier-Legendre şi Fourier-Jacobi se
pot aplica transformări cu matrice de convergenţa Toeplitz, astfel ı̂ncât operatorii
rezultaţi să aibă proprietatea de aproximare uniformă a tuturor funcţiilor con-
tinue. Prin aceste modificări se corectează rezultatul negativ de convergenţă din
teorema lui Lozinsky şi Harshiladze.

Aceste modificări sunt analoage modificării sumelor Fourier trigonometrice
care conduc la operatorii lui Fejer, obţinuţi aplicând metoda de sumare Cesáro
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sumelelor parţiale Fourier.
Pe intervalul [0, 1] considerăm ponderea Jacobi ρ(t) = ta(1 − t)b, a > −1, b >

−1. Această pondere introduce produsul scalar pe C([0, 1]), dat de:

< f, g >a,b=

∫ 1

0
f(t)g(t)ta(1− t)bdt, f, g ∈ C([0, 1]). (5.11)

Notăm pa,bn polinoamele ortogonale Jacobi de grad n atas,ate ponderii ρ(t) care sat-

isface ecuat, iile ⟨pa,bn , pa,bm ⟩a,b = δn,m. Seriile formale Fourier-Jacobi atas,ate funct, iei
f ∈ C([0, 1]) este:

f(x) ∼
∞∑
n=0

⟨f, pa,bn ⟩a,b · pa,bn (x), x ∈ [0, 1]. (5.12)

Printr-o simplă translat, ie, seria Fourier-Jacobi similară a funct, iei f ∈ C([−1, 1])
poate fi construită ı̂nlocuind intervalul [0, 1] cu intervalul [−1, 1] s, i ponderea ρ, cu
ρ(x) = (1− x)a(1 + x)b. Proprietăt, ile celor două serii sunt similare.

Deoarece sumele part, iale de grad n ale seriei (5.12) sunt proiectori pe spat, iile
polinoamelor Πn, din teorema Lozinschi-Harshiladze, seria (5.11) nu converge uni-
form la f pe intervalul [0, 1], pentru orice funct, ie f ∈ C([0, 1]).

Pentru a extinde domeniul de convergent, ă a seriei (5.12) putem aplica metode
generalizate de sumare. Dacă A = (an,m)n,m este o matrice Toeplitz, atunci
aplicăm transformarea dată de matricea A sumelor part, iale ale seriei (5.12).
Anume, dacă notăm cu (sn) s, irul sumelor part, iale, considerăm limita generali-
zată a acestora potrivit formulelor (5.4), (5.5).

Metoda de sumare (C, 1) aplicată s, irului seriei part, iale Fourier conduce la
operatorii Féjer, care conferă proprietatea de aproximare uniformă pentru toate
funct, iile continue s, i periodice, ı̂n timp ce s, irul seriei part, iale Fourier are doar
proprietatea de aproximare punctuală.

În cazul seriei Jacobi, metodele de sumare au fost aplicate doar pentru a obt, ine
o convergent, ă punctuală ı̂n capetele intervalului. De exemplu, ı̂n Szegő ([65]) este
dat următorul rezultat:

Teorema 5.2.1. (Szegő [65]) Fie f(x) o funct,ie continuă pe [−1, 1]. Dezvoltarea
lui f(x) ı̂n serie Jacobi cu ponderea ρ(x) = (1−x)a(1+x)b, a, b > −1, x ∈ [−1, 1]

este (C, k)−sumabilă ı̂n x = 1 dacă k > a+
1

2
. În general, nu este adevărat dacă

k = a+
1

2
. În mod analog, aceasta are loc pentru x = −1, a fiind ı̂nlocuit cu b.

Mai recent, problema sumabilităt, ii Nörlund pentru seria Jacobi a unei funct, ii
f ∈ C([−1, 1]) dar tot numai punctual ı̂n capetele intervalului [−1, 1] a fost stu-
diată ı̂n: Gupta ([30]), Thorpe ([67]), Singh ([58]) s, i Chandra ([19]).

În această sect, iune, evident, iem faptul că există o metodă de sumare care
permite ı̂nsumarea uniformă a seriei Jacobi-Fourier pentru toate funct, iile continue.
Metoda se bazează pe reducerea problemei de ı̂nsumare a seriei part, iale Jacobi-
Fourier la problema convergent,ei uniforme a s, irului operatorilor Durrmeyer cu
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ponderea Jacobi. Rezultatul principal constă ı̂n demonstrarea faptului că această
metodă este mai puternică decât toate metodele Cesáro de orice ordin.

Folosim convent, ia că
(
p
r

)
= 0, dacă p, r ∈ Z s, i condit, ia 0 ≤ r ≤ p nu este

satisfăcută. Notăm N := {1, 2, . . .} s, i N0 := N ∪ {0}.
Operatorii Durrmeyer cu pondere Jacobi ρ(t) = ta(1− t)b, a > −1, b > −1 au

fost introdus, i, mai ı̂ntâi, ı̂n [50], apoi studiat, i ı̂n multe alte lucrări ( vezi [51], [12]
sau [53]) s, i sunt definit, i astfel:

Ma,b
n (f)(x) =

n∑
k=0

< pn,k, f >a,b

< pn,k, e0 >a,b
pn,k(x),

= (a+ b+ n+ 1)

n∑
k=0

(∫ 1

0
f(t)pn,k(f)t

a(1− t)bdt

)
pn,k(x),

unde f ∈ L([0, 1]), x ∈ [0, 1], n ∈ N, a > −1, b > −1 s, i < φ,ψ >a,b, φ,ψ ∈
L([0, 1]).

În cazul particular a = 0, b = 0, aces,ti operatori devin operatorii Durrmeyer,
ı̂ntrodus, i ı̂n [25] s, i ı̂n mod independent, ı̂n [39].

Operatorii Ma,b
n sunt liniari s, i pozitivi. O proprietate de bază a operatorilor

aces,tia este dată ı̂n teorema următoare.

Teorema 5.2.2. (Păltănea, [50]) Pentru orice f ∈ C([0, 1]), avem:

lim
n→∞

Ma,b
n (f)(x) = f(x), uniform pentru x ∈ [0, 1]. (5.13)

OperatoriiMa,b
n (f)(x) pot fi reprezentat, i s, i sub formă de sume part, iale Fourier

modificate ı̂n raport cu produsul scalar definit anterior.

Acest lucru a fost descoperit de către Dierrennic ı̂n cazul a = 0, b = 0,
ı̂n lucrarea [24] s, i a fost extins pentru cazul general a > −1, b > −1 ı̂n lucrarea
[50]. Această reprezentare descrie complet structura spectrală a acestor operatori.
Avem:

Teorema 5.2.3. (Păltănea, [50]) Operatorii Ma,b
n admit o reprezentare ı̂n forma:

Ma,b
n (f)(x) =

n∑
m=0

λa,bn,m⟨f, pa,bm ⟩a,bpa,bm (x), f ∈ L([0, 1]), x ∈ [0, 1], n ∈ N, (5.14)

unde pa,bm sunt polinoamele Jacobi, normate de condit,ia < pa,bm , pa,bm >a,b= 1 s, i

λa,bn,m =
Γ(n+ 1)Γ(n+ 2 + a+ b)

Γ(n−m+ 1)Γ(n+m+ 2 + a+ b)
, 0 ≤ m ≤ n, (5.15)

Γ fiind funct,ia Gamma.
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Pentru a > −1, b > −1, considerăm matricea infinită Γa,b = (γa,bn,m)n,m, unde

γa,bn,m =

{
n!Γ(n+2+a+b)(2m+2+a+b)
(n−m)!Γ(n+m+3+a+b) , 0 ≤ m ≤ n

0, m > n ≥ 0.
(5.16)

Notăm cu Γa,b − limn→∞ an, limita generalizată a s, irului (an)n ı̂n funct, ie de
metoda dată de Γa,b s, i de Γa,b −

∑∞
n=0 an, suma generalizată a seriei

∑∞
n=0 an, cu

metoda de sumare dată de Γa,b.
Rezultatul fundamental pe care dorim să ı̂l evident, iem este că reprezentarea

operatorilorMa,b
n dată ı̂n formulele (5.14), (5.15) poate fi interpretată ca rezultatul

aplicării transformării dată de matricea Γa,b s, irului sumelor part, iale ale seriei
(5.12). Astfel, avem:

Teorema 5.2.4. [42] S, irul operatorilor (Mab
n )n≥0 poate fi scris ı̂n forma:

Ma,b
n (f)(x) =

n∑
m=0

γa,bn,mS
a,b
m (f)(x), f ∈ L([0, 1]), x ∈ [0, 1], n ∈ N, (5.17)

unde

Sa,b
m (f)(x) =

m∑
k=0

⟨f, pa,bk ⟩a,bpa,bk (x). (5.18)

Primul rezultat principal este următoarea teoremă.

Teorema 5.2.5. [42] Pentru orice f ∈ C([0, 1]), a > −1, b > −1 avem:

Γa,b −
∞∑
n=0

⟨f, pa,bk ⟩a,bpa,bk (x) = f(x), x ∈ [0, 1] (5.19)

s, i convergent,a seriei este uniformă ı̂n funct,ie de x.

Observaţia 5.2.1. Din teorema precedentă, concluzionăm că matricea regulată
Γa,b realizează sumarea seriei (5.12).

5.3 Comparat, ia noii metode de sumare cu metodele
Césaro

Lema 5.3.1. [42] Fie k ∈ N. Inversa matricii Ck definită ı̂n (5.10) este matricea
Dk := (Ck)−1, Dk = (dkn,m)n,m, unde

dkn,m =

{
(−1)n+m

(
m+k
k

)(
k

n−m

)
, n− k ≤ m ≤ n,

0, 0 ≤ m < n− k sau m > n.
(5.20)

Notăm

αc
n,m :=

n!Γ(n+ c)

(n−m)!Γ(n+m+ c)
, c ≥ 0, n ∈ N, m ∈ N0, 0 ≤ m ≤ n. (5.21)
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Observăm că:

λa,bn,m = αc
n,m, pentru 0 ≤ m ≤ n, dacă c = a+ b+ 2, a > −1, b > −1. (5.22)

De asemenea,

αc
n,m ≤ α0

n,m =
n!(n− 1)!

(n−m)!(n+m− 1)!
, 0 ≤ m ≤ n, n ≥ 1, c ≥ 0. (5.23)

Într-adevăr, avem:

αc
n,m

α0
n,m

=
Γ(n+ c)Γ(n+m)

Γ(n)Γ(n+m+ c)
=

m−1∏
j=0

n+ j

n+ c+ j
≤ 1.

Pentru c ≥ 0, p ∈ N0, n ∈ N, m ∈ N0, 0 ≤ m ≤ n− p stabilim:

U c,p
n,m =

p∑
i=0

(−1)i
(
p

i

)
αc
n,m+i. (5.24)

Lema 5.3.2. [42] Fie p ∈ N0, c ≥ 0.

i) Există coeficient,ii reali d2p,i, 0 ≤ i ≤ p, astfel ı̂ncât pentru orice n ∈ N s, i
orice m ∈ N0, 0 ≤ m ≤ n− 2p, are loc:

|U c,2p
n,m | ≤

p∑
i=0

d2p,i
(m+ c+ 2p)2i

np+i
· α0

n,m. (5.25)

ii) Există coeficient,ii reali d2p+1,i, 0 ≤ i ≤ p, astfel ı̂ncât pentru orice n ∈ N s, i
orice m ∈ N0, 0 ≤ m ≤ n− 2p− 1, are loc:

|U c,2p+1
n,m | ≤

p∑
i=0

d2p+1,i
(m+ c+ 2p+ 1)2i+1

np+1+i
· α0

n,m. (5.26)

Corolar 5.3.1. [42] Pentru orice p ∈ N s, i c ≥ 0 avem:

|U c,p
n,m| ≤ C1

c,pmax

{(
1√
n

)p

,

(
m+ k

n

)p}
α0
n,m, 0 ≤ m ≤ n, (5.27)

unde

C1
c,p =

(
max

{
1,
c+ p

k

})p [ p2 ]∑
i=0

dp,i. (5.28)

Lema 5.3.3. [42] Pentru numere reale k ≥ 1 s, i p ≥ 1, există o constantă C2
k,p

astfel ı̂ncât

Ek,p(n,m) :=

(
(m+ k)2

n

)p

α0
n,m ≤ C2

k,p, (5.29)
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pentru toate numerele ı̂ntregi 0 ≤ m ≤ n.

Corolar 5.3.2. [42]
Pentru orice k ∈ N s, i orice număr real c ≥ 0 există o constantă C3

k,c astfel
ı̂ncât: (

m+ k

k

)
|U c,k+1

n,m | ≤ C3
c,k, pentru tot,i ı̂ntregii 0 ≤ m ≤ n. (5.30)

Lema 5.3.4. [42] Pentru orice numere ı̂ntregi k ≥ 1, 0 ≤ m ≤ n−k+1 s, i numere
reale a > −1, b > −1, notăm c = a+ b+ 2 s, i avem:

m+k−1∑
µ=m

m+k−1−µ∑
i=0

(−1)i
(
k

i

)(
µ+ k

k

)
γa,bn,µ+i =

k−1∑
j=0

(
m+ k

k − j

)
U c,k−j
n,m+j . (5.31)

Corolar 5.3.3. [42] Pentru orice număr ı̂ntreg k ≥ 1 s, i orice numere a > −1,
b > −1, notând c = a+ b+ 2, există o constantă C4

c,k astfel ı̂ncât avem:∣∣∣∣∣
m+k−1∑
µ=m

m+k−1−µ∑
i=0

(−1)i
(
k

i

)(
µ+ k

k

)
γa,bn,µ+i

∣∣∣∣∣ ≤ C4
c,k (5.32)

oricare ar fi numerele ı̂ntregi m,n astfel ı̂ncât 0 ≤ m ≤ n− k + 1.

Rezultatul central al acestei sect, iuni este dat de teorema următoare.

Teorema 5.3.1. [42] Metoda de sumare dată de matricea Γa,b, cu a > −1, b > −1
este mai puternică decât toate metodele Césaro (C, k), k ∈ N, k ≥ 1.
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